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7.1 서론

주성분 분석  분산-공분산 구조를 변수들의 선형결합식(주성분: principal    

             component)으로 설명하고자 하는 접근방법. 

주성분 분석의 목적

(1)차원 축소 

(2)변동이 큰 축 탐색 

(3)주성분을 통한 데이터의 해석 등.

반응변수들의 선형결합식으로 형성된 주성분은 서로 독립적인 새로운 변수.

 개 변수에 포함된 전체 변동을 개(≤) 주성분으로 대신하여 설명한다. 
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▶ 주성분분석은 Pearson(1901)에 의해 처음 연구되기 시작.

▶ Hotelling(1933) 이래 더욱 발전. 

▶ Pearson(1901)은 -차원 공간에 놓이는 데이터에 대해 가장 잘 적합하는 

직선이나 평면을 찾는데 관심이 있었고 기하학적 최적화 문제로 접근하였다. 

▶ 32년 후 Hotelling(1933)은 원래 개 변수의 값을 대신 결정할 수 있는 저차원

의 독립변수들의 집합이 존재할 것이라는 아이디어로부터 출발하여 원래 변수들

의 분산을 최대로 설명하는 성분을 구하게 되었고 이와 같은 성분들을 ‘주성분

(principal component)'이라고 부르게 되었다. 

▶ Girshick(1939)은 표본주성분 계수에 대한 근사적인 분포를 밝혔으며 그 이후

로 주성분분석의 이론과 응용이 활발히 진행되어 농학, 생물학, 화학, 기후학, 

인구학, 생태학, 경제학, 식품영양학, 지질학, 기상학, 해양학, 심리학 등 여러 

분야에서 꾸준하게 응용되고 있다.
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7.2 주성분의 정의와 개념

  × 확률벡터  …′ 가 모평균벡터  와 모공분산행렬 를 가진다고 하자. 

: 수학적으로 -차원에 놓이게 되며 원래 변수의 선형결합 또는 회전 변환을 통해 개의 새로운 

좌표축을 형성. 데이터의 변동을 최대로 설명해주는 동시에 공분산 구조에 대한 해석을 용이하게 

하도록 만들어질 수 있는데 이것을 주성분(principal component)이라 한다. 

▶ 첫 번째 주성분(제1 주성분): 변동(variability)을 최대로 설명해주는 방향으로 변수들의  

                               선형결합식.

▶ 두 번째 주성분(제2 주성분): 첫 번째 주성분 다음으로 변동을 가장 많이 설명해주는 변수들의 

선형결합식이며 첫 번째 주성분과는 독립이다.  

▶ 이와 같이 찾아진 개의 주성분들은 새로운 축을 형성하며, 주성분과 이들이 설명하는 변동량, 

주성분, 주성분점수 등은 변수들로 표현된 시스템에 대한 이해를 돕는다.
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7.2.1 주성분의 정의

  확률벡터 ′ … 의 공분산행렬 는 

고유값  ≧ ≧⋯≧ ≧ 고유값에 해당하는 고유벡터   … 를 가진다. 

다음과 같은 개의 선형결합식을 생각해 보자.

  ′ …

  ′ …

⋮ ⋮
  ′ …

⋮ ⋮
  ′ …

                    

여기서  ′ …이며   선형결합식들의 분산은

         ′    …                      

           ′    …                         
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 ￭ 주성분 구하는 과정

(1) 첫 번째 주성분은  ′   을 만족하는 × 벡터  에 대해  

    ′를 최대로 하는 선형결합식  ′로 구한다.

(2) 두 번째 주성분은  ′   을 만족하는 × 벡터  에 대해  

    ′를 최대로 하며 또한  ′ ′  인 선형결합식  ′ 로 구한다.

(i) 번째 주성분은  ′   을 만족하는  벡터  에 대해  

    ′를 최대로 하며, 앞에서 구한 개의 주성분들과는 직교하도록

    ′ ′ ,   ⋯ 인 선형결합식  ′로 구한다.

⋮

(p) 마지막으로 번째 주성분은  ′   을 만족하는 × 벡터  에 대해  

    ′를 최대로 하며, 앞에서 구한 개의 주성분들과는 직교하도록

    ′ ′  ,   ⋯ 인 선형결합식  ′로 구한다.
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정리 7.1 확률벡터  ′ …의 공분산행렬는 고유값

 ≧ ≧⋯≧ ≧을 갖고 각 고유값에 해당하는 고유벡터   … 를 갖는다.

번째 주성분은

   ′ …

이고 번째 주성분의 분산, 다른 주성분과의 공분산은

  ′   …
   ′    ≠ .
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정리 7.2 전체변이는 공분산행렬 의 고유값들의 합으로 표현된다. 즉,


  



  ⋯  ⋯  
  





  그러므로 번째 주성분에 의해 설명되는 전체분산의 비율은 

    전체 분산
번째 주성분에 의해 설명되는 분산

…


   …       

정리 7.3 (번째 주성분)와 (원래 데이터의 번째 확률변수)의 상관계수는





,   …

이다. 여기서 는  의 번째 성분이다.
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≪예제 7.1≫ 두 변수 과 에 대해 관측값을 얻은 후 표본공분산행렬    
 

를 

얻었을 때 주성분을 구해보자.

  의 고유값을 구하기 위해

      
 

      

을 풀면 고유값은   과   로, 이에 대한 고유벡터를 다음과 같이 얻는다.

(ⅰ)   

           
 

   
 

   
 

 ,       
                            

을 풀면 된다. 즉 연립방정식   을 풀어 고유벡터         을 얻는다.

 
 이므로 단위고유벡터는     


가 된다.    
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(ⅱ)   

           
 

   
 

   
 

   이므로     
                            

즉    을 풀면 된다.   이므로 고유벡터        


을 얻는다.

 
 이므로 단위 고유벡터는     


가 된다. 

 첫 번째와 두 번째 고유벡터는 각각    ′    ′이므로

        첫번째 주성분    두변수의가중평균형태
두번째 주성분    두변수의대비

첫 번째 주성분이

        


  

으로 전체 분산의 57% 정도를 설명한다.
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7.2.2 주성분의 기하학적 의미

▶ 제1주성분 축의 데이터 변이에 비해 제2주성분 축의 데이터 변이가 상대적으로 작다.  

▶ 주성분 좌표축의 데이터는 원래 좌표축의 변수에 비해 랜덤하게 펼쳐지게 된다. 

▶ 서로 직교하는 주성분들은 통계적인 추론과 해석에 많은 편리한 점을 제공한다. 

제1주성분

제2주성분

X1

X2

*

*

* *

*

*

*

*

*
*

*

*

*

*

*
*

*

*

*

*

[그림 7.1] 데이터와 주성분
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▶ 다변량 정규분포를 따르는 확률변수의 경우 주성분의 의미를 살펴보자.

 ∼ 를 따를 때  

      ′  는 를 중심으로 축이 ±    

인 타원체(ellipsoid). 일반성을 잃지 않고   으로 놓자. 

        ′ 


 ′


 ′…


 ′ 

  








여기서    ′,   …  방향으로의 축. 이 가장 큰 고유값일 때 주축은   방향이 된다.

e1

e2

X1

X2

[그림 7.2]  인 경우 등고선 타원에서의 제1 주성분  과 제2 주성분  
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7.3 상관행렬을 이용한 주성분분석

▶ 공분산행렬  를 사용할 경우 분산이 큰 변수가 주성분의 압도적인 비중을 차지할 수 있으므로 

분석의 균형을 유지하기 위해서도 표본상관행렬   을 이용할 필요가 있다.

  

▶ 변수 표준화

        







⋮




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벡터로 표현하면

                                                        

여기서 

          











  ⋯ 

  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

  ⋯

                                              

      ′  ′                                      

  ,      

                     

즉,   는 분산의 대각행렬  과  상관행렬  로부터 얻어진다.
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정리 7.4 표준화 변수들로 구성한 벡터  ′ …에 대해 주성분을 구하면

번째 주성분은

   ′  ′ 

이 된다. 주성분에 대한 총분산은


  



 
  



  ⋯ 

이며, 번째 주성분 와 번째 표준화 변수 의 상관계수는


 


 

이 된다. 또한 표준화 변수로부터 구한 주성분에 대하여 번째 주성분에 의해 설명되는

전체분산의 비율은

전체 분산
번째 주성분에 의해 설명되는 분산

 


,   …
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▶ 주성분분석에서 표본상관행렬  을 사용할 경우 몇 가지 주의점을 살펴보자.

(i)  에 의한 주성분과   에 의한 주성분이 설명하는 분산의 양이 다르다.

(ii)  에 의한 주성분과   에 의한 주성분 계수가 다르다.

(iii)  자체가 척도 불변이므로   에 의한 주성분은 척도 불변이다(scale invariant). 

(iv)  에 의한 주성분은 유일하지 않다. 
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≪예제 7.2≫ 다음의 이변량 데이터에 대해 표본상관행렬  을 이용하여 주성분을 구해보자.

           
 

       

고유값을 구하면      이고 

첫 번째 고유벡터는       ′ 
두 번째 고유벡터는       ′
첫 번째 주성분, 두 번째 주성분은 각각

        

 


 

 

 


 

주성분을 구성하는 각 계수는 에 의존하지 않는다. 즉    이든    이든 주성분의 

계수에는 영향을 미치지 않고 분산의 설명비율에만 영향을 미친다. 

  상관행렬  로부터의 주성분은 상관계수들의 상대적인 비(relative ratio)에 의존한다. 
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≪예제 7.3≫ 두 변수 과 를 갖는 이변량 데이터에 대해 

표본공분산행렬    
 

,  표본상관행렬    
 

을 얻었을 때 각각 주성분을 구하고 

비교해보자.

  의 고유값을 구하면

            
 

     

을 풀어 고유값과 고유벡터를 구하면

            ′ 

    ′ 

의 분산이 의 분산의 100배이므로 첫 번째 주성분인    가 전체분

산에서 설명하는 비율은

        





 
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  의 고유값을 구하기 위해

            
 

     

을 풀어 고유값과 고유벡터를 구하면

            ′  

    ′ 

이다. 표준화된 의 분산과 표준화된 의 분산이 같으며 첫 번째 주성분인 

   가 전체분산에서 설명하는 비율:

        





 

표본공분산행렬로부터 구한 첫 번째 주성분의 설명 비율보다 낮아지며 차이가 난다. 
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주성분 과 를 원래 변수 과 로 표현하면 

         

 


 

 

 
          

 
과 같이 구할 수 있어  로부터 구한 주성분과는 차이가 남을 알 수 있다. 

또한    ≠ 으로 

원래 변수로 표현했을 때 두 주성분이 직교하지 않음을 알 수 있다.
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7.4 주성분에 의한 표본 변동 설명

▶  모평균벡터  와 모공분산행렬  를 가진 모집단으로부터

 개의 -차원 확률표본  ′ …에 대한 표본주성분을 구하고자 한다. 

▶ 분석의 목적 :  표본주성분을 이용해 모집단 주성분의 추정치를 구하여 모집단에 대한 해석을 

하는 것이다. 

▶ 추정 과정:  모집단 공분산행렬 의 추정량인 표본공분산행렬  를 이용

        또한 모집단 상관행렬 의 추정량인 표본상관행렬 을 주성분분석에 이용한다. 

▶ 이렇게 추정된 표본주성분은 확률변수가 되어 모집단 주성분으로의 확률적 수렴 등의 통계적 

성질을 밝힐 수 있다. 

▶  확률표본    … 에 대한 표본공분산행렬   는 고유값 


⋯와 각 고유값에 해당하는 고유벡터  

 … 를 가진다. 

즉  의 고유값-고유벡터를 다음과 같이 짝지을 수 있다:  
 …  .
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정리 7.5 번째 표본주성분은

 
 ′

…    …
이고, 번째 표본주성분의 분산, 다른 주성분과의 공분산은

 
   …

   ≠

표본총분산 
  



 

… 가 되며,

번째 표본주성분  와  (원래 데이터의  번째 확률변수)의 상관계수는

 




   …
이다.
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7.5 표본고유값과 표본고유벡터의 대수적 성질

7.5.1 표본고유값과 표본고유벡터의 분포

▶  표본주성분은 근사적으로 모집단 주성분을 추정한다. 

▶  모집단 주성분은  또는  로부터 얻어진  에 의존한다. 

▶ 표본주성분은 또는  로부터 얻어진 
 에 의존한다. 

▶ Anderson (1963)과 Girshick(1939): 표본고유값과 표본고유벡터에 대한 성질 규명
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정리 7.6 (표본고유값과 표본고유벡터에 대한 성질)

확률표본   … 은 공분산행렬 를 가지는 -변량 정규분포를 따른다.

는 고유값   ⋯ 와 각 고유값에 해당하는 고유벡터   … 

(i) ′ …일 때 →∞이면 근사적으로

  ∼ 


이다. 여기서













  ⋯ 

  ⋯ 
⋮ ⋱⋮
 ⋯⋯

근사적으로

∼





을 따른다.
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(ii) →∞이면, 근사적으로

    ∼  

여기서    
 ≠







  ′ 이다.

(iii) 표본고유값 와 표본고유벡터
 는 서로 독립이다.

(iv) 표본고유값벡터 와 표본고유벡터 는 서로 독립이다.
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(v) 모집단 고유값 에 대한 100(1-)% 신뢰구간은









≤  ≤








.

왜냐하면 근사적으로









∼

이 되므로











 ≦






 

여기서 는 을 따르는 확률변수 에 대해 ≧    를 만족하는 값이다.
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7.5.2 등상관구조에 대한 검정

  두 변수간의 상관관계가 로 동일한 경우, 의 고유값이 두 종류로만 구해지며 중복 고유값이 

여러 개 있게 되어, 지금까지의 주성분에 대한 결과들이 유효하지 않다. 식(7.32)의 귀무가설을 

만족하는 등상관구조의 공분산행렬을 가진다면 고유값은

              … 

이 되어 개의 고유값이 같아지므로 첫 번째 주성분이 중요 변동을 설명하고 나머지 주성분

은 같은 양의 분산을 설명하는 '잡음(noise)'으로 간주되기도 한다. 

▶ 등상관구조(equal correlation structure)를 가지는지 검정

         :  ×
















  ⋯ 
  ⋯ 
⋮⋮⋱⋮
  ⋯ 

에 대해  :≠                        
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가설검정을 하기 위해 우선 표본상관행렬

         











 ⋯
  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮
 ⋯ 

                                               

비대각선 요소들의 평균

        



  



  ≠                                      

전체 평균

        



  

 ,      
 

    

구한 후
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 검정통계량 

         
 




  




 









                       

은  하에서 근사적으로 카이제곱분포를 따른다. 

유의수준 에서 검정법은

         ≧ 
 이면 를 기각한다.                          

                                                                      

[참고]   ×











  
  
  

       일 경우 고유값을 구하면        (중근)이 된다.
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7.6 주성분 그래프

▶ 2차원 좌표축에 표현할 수 있는 첫 번째 주성분과 두 번째 주성분은 원래 데이터에 대한 

중요한 특성을 나타낼 수 있다. 

▶ 주성분 그래프(principal component graph)로부터 두 주성분간의 관계와 패턴을 도출할 

수 있으며 또한 전체 데이터가 주성분을 통해 변화되어 나타내는 관계도 알 수 있다.
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7.7 주성분 개수의 선택

(1) 전체 변이에의 공헌도(percentage of total variance)

     : 전체 변이의 70～90%가 되도록 주성분의 수를 결정한다

번째 주성분이 설명하는 분산 양을 라 하자. 

▶ 개의 주성분을 결정하고자 할 때, 

(i) 공분산행렬을 이용할 경우                      (ii) 상관행렬을 이용한 경우

     ×


  






  





 ×


  






  





                        


×

  





이 70∼90%가 되는 으로 정한다.

(2) 평균 고유값(average eigenvalues)

  고유값들의 평균    
  






  을 구한 후 고유값이 평균값 이상이 되는 주성분을 설정한다.

 ▷ 상관행렬을 사용한 경우 평균 고유값은  이 된다.
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(3) 스크리 그래프(scree graph)

▲  2차원 좌표축에 (고유값순서, 고유값크기)으로  점을 찍고 점간을 선분으로 연결

▲ 가파른 정도를 보고 큰 고유값과 작은 고유값을 구분하여 자연스럽게 적절한 개수를 정한다. 

*

*

* * * *
* * *

*

eigenvalue <- number

ei
ge

nv
al

ue
 <

- s
ize

2 4 6 8 10
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4
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14

[그림 7.3] 이상적인 스크리그래프
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7.8 마지막 주성분으로부터의 정보

   예를 들어, 마지막 주성분이 설명하는 분산의 양이  또는 거의 이라고 하자. 

이들 변수들 간의 선형 관계를 나타내는 주성분이 상수값을 가진다는 의미이고 

변수들간의 공선성(collinearity)을 나타내어 유용한 정보로 활용될 수 있다. 

즉  가 표준화 된 변수로 평균이 이라면 의 분산설명량이 일 때

          ⋯  

이 되어 가 에 의존함을 알 수 있다.
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7.9 주성분에 대한 해석

 ▶   주성분은 변수들의 선형결합식으로 구해지기 때문에 주성분을 구성하는 변수들의 계수 

구조를 파악하여 적절하게 해석되어야하며 명확한 정형화된 해석 방법이 있는 것은 아니다. 

 

≪예제 7.4≫  다음의 [표 7.1]은 38명의 학생(여자 20명, 남자 18명)을 대상으로 신체적 크기를 조사하고 표본상관행렬

을 이용하여 주성분분석을 한 결과 얻은 주성분계수들이다. 

[표 7.1] 신체 해부학적 자료에 대한 주성분분석결과

 

주성분번호 1

여자

2 3 주성분번호 1

남자

2 3
손(hand) 0.33 0.56 0.03 손(hand) 0.23 0.62 0.64
손목(wrist) 0.26 0.62 0.11 손목(wrist) 0.29 0.53 -0.42
키(height) 0.40 -0.44 -0.00 키(height) 0.43 -0.20 0.04
앞팔(forearm) 0.41 -0.05 -0.12 앞팔(forearm) 0.33 -0.53 0.38
머리(head) 0.27 -0.19 0.80 머리(head) 0.41 -0.09 -0.51
가슴(chest) 0.45 -0.26 -0.55 가슴(chest) 0.44 0.08 -0.01
허리(waist) 0.47 0.03 -0.03 허리(waist) 0.46 -0.07 0.09
고유값 3.72 1.37 0.97 고유값 4.17 1.26 0.66
누적변동비율

(%) 53.2 72.7 86.5

누적변동비율

(%) 59.6 73.6 87.0
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       [표 7.2] [표 7.1] 결과에 대한 간략표

주성분번호 1

여자

2 3 주성분번호 1

남자

2 3
손(hand) + + 손(hand) + + +
손목(wrist) + + 손목(wrist) + + -
키(height) + - 키(height) + (-)
앞팔(forearm) + 앞팔(forearm) + - +
머리(head) + (-) + 머리(head) + -
가슴(chest) + (-) - 가슴(chest) +
허리(waist) + 허리(waist) +
누적변동비율

(%) 53.2 72.7 86.5

누적변동비율

(%) 59.6 73.6 87.0



- 35 -

[표 7.3] 심리자료에 대한 주성분분석 결과 

주성분번호 1

여자

2 3 4
주성분번

호
1

남자

2 3 4

 0.217 0.273 0.373 0.860  0.237 0.205 -.004 0.949

 0.388 0.621 0.465 -.498  0.312 0.851 -.331 -.263

 0.681 0.171 -.708 0.081  0.756 -.476 -.441 -.088

 0.582 -.715 0.378 -.084  0.525 0.086 0.834 -.146

고유값 48.96 18.46 13.54 4.81 고유값 43.56 11.14 6.47 2.52
누적변동

비율(%) 57.07 78.60 94.38 100

누적변동

비율(%) 68.39 85.88 96.04 100

       

주성분번호 1

전체

2 3 4
 0.274 -.002 0.327 0.904

 0.284 0.185 0.854 -.394

 0.856 -.409 -.271 -.163

 0.333 0.894 -.300 0.009

고유값 72.72 16.11 13.11 4.29
누적변동

비율(%) 68.45 83.61 95.96 100
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[그림 7.7] 남녀 집단별 스크리 그래프   
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 [그림 7.8](a) 남자 집단 주성분 그래프     (b)   여자 집단 주성분 그래프
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7.10 R을 이용한 주성분분석 

≪예제 7.6≫ 형제들의 머리 크기(head size in brothers) 자료를 [표 7.4]와 같이 얻었다. 

주성분을 구하고 의미를 해석하고자 한다.

           [표 7.4] 형제들의 머리 크기 자료

첫 번째 아들 두 번째 아들 첫 번째 아들 두 번째 아들

191

181

176

189

188

179

174

188

195

181

192

176

190

179

185

171

190

197

186

186

187

183

182

185

176

187

195

183

208

197

192

183

190

163

186

175

174

197

201

188

192

189

187

174

195

161

173

165

178

200
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 ●    R에서 주성분분석: princopm() 함수를 이용

library(graphics)와 함께 screeplot()를 이용해 스크리 그래프를 그리며

biplot()을 이용해 주성분 축으로 한 이변량 그림을 그릴 수 있다.   

  

 ▶ 상관행렬을 이용한 경우 표본 주성분

 첫 번째 주성분:

   ×머리크기× 머리크기
 두 번째 주성분:

  ×머리크기× 머리크기
첫 번째 주성분이 전체분산의 85% 정도를 설명하고 있다. 

은 두 변수의 가중 평균을 나타내며,  는 두 변수의 차를 나타내는 성분이다.
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 [프로그램 7.1] 형제들의 머리 크기 자료에 대한 주성분분석
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[결과 7.1] 형제들의 머리 크기 자료에 대한 주성분분석 결과 
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⋮
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(5)는 첫 번째 주성분에 의해 개체들을 오름차순으로 정렬한 결과:

        주성분과의 관계, 원래 변수들과의 관계에 대한 정보를 얻을 수 있다.
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 (6)은 표본공분산행렬을 이용하여 주성분분석을 한 결과

 첫 번째 주성분 :

  ×머리크기× 머리크기
 두 번째 주성분 :

  ×머리크기× 머리크기
첫 번째 주성분이 전체 분산의 85.28%정도를 설명하고 있다. 

이 경우와 같이 두 변수의 단위가 일치할 때는 주성분분석 결과에 큰 차이가 없으나, 

변수들의 단위가 다를 경우에는 상관행렬을 이용하는 것이 해석하기 편리하다.    
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[그림 7.4] 머리 크기 자료의 원래 변수의 산점도
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[그림 7.5] 머리 크기 자료의 상관행렬에 대한 스크리 그래프
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[그림 7.6] 머리 크기 자료의 상관행렬이용한 주성분 그래프
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≪예제 7.6≫ [표 5.3]의 심리검사자료에 대해 공분산행렬을 이용한 주성분분석을 

하고자 한다. ≪예제 5.2≫에서 보면 남녀 집단간에 반응평균벡터간에 통계적으로 

유의한 차이가 있으므로 집단별 주성분분석을 하고자 한다.

  [표 7.4]에서 보면

▰ 첫 번째 주성분: 여자/남자, 전체자료의 경우  모두 측정변수들의 가중평균형태.

▰ 두 번째 주성분:  성별에 따른 차이가 있으며 전체에 대한 결과와도 차이가 난다.  

      ▱ 여자의 경우: 와 의 대비

      ▱ 남자의 경우: 와 의 대비

      ▱ 전체 자료의 경우:  와 의 대비로 나타난다.
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 ▶ 표 7.4  심리자료에 대한 주성분분석 결과 

주성분번호 1

여자

2 3 4 주성분번호 1

남자

2 3 4

 -0.217 -0.273 0.373 0.860  -0.237 0.205 0.949

 -0.388 -0.621 0.465 -0.498  -0.312 0.851 -0.331 -0.263

 -0.681 -0.171 -0.708  -0.756 -0.476 -0.441

 -0.582 0.715 0.378  - 0.525 0.834 -0.146

고유값 48.96 18.46 13.54 4.81 고유값 43.56 11.14 6.47 2.52

누적변동

비율(%) 57.07 78.60 94.38 100

누적변동

비율(%) 68.39 85.88 96.04 100
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주성분번호 1

전체

2 3 4

 -0.274 0.327 0.904

 -0.284 0.185 0.854 -.394

 -0.856 -.409 -.271 -.163

 -0.333 0.894 -.300

고유값 72.72 16.11 13.11 4.29

누적변동

비율(%) 68.45 83.61 95.96 100
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 [그림 7.7] 남녀 집단별 스크리 그래프
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 [그림 7.8] 남녀 집단별 주성분 그래프
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     [프로그램 7.2] 남녀 심리 자료에 대한 주성분분석
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 [결과 7.2] 심리 자료에 대한 주성분분석 결과
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