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 에서 계산 

     

   추상대수학(abstract algebra)
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 4.1 다항식 계산과 나눗셈 알고리즘  

                 

: 실수계수를 갖는 다항식들 

 은 임의의 환이라 하자. 의 원소를 계수로 갖는 다항식

(polynomial with coefficients in )은

               
 

 …
꼴의 식(expression)이다. 여기서 ∈. 
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각 를 이 다항식의 계수(coefficient) 

를 부정원(indeterminate)[위에서 초월원(transcendental 

                                      element)]이라 한다. 

이점에서, “무엇이 부정원인가?” 

첫째 : 

  “마치 부정원 를 환 R의 원인 것처럼 이 를 취급한다” ? 

  그러면  
 …꼴의 식은 의미가 있다. 
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둘째 : 를 다항식 자체에 있는 실체(entity)로 취급한다. 

즉, 주어진 환 에 대하여, 부분환으로 을 포함하고 다음의 

성질을 만족하고 특별한 원 를 포함하는 로 표시되는 

더 큰 환이 존재함을 증명할 수 있다. 더 큰 환 의 원을 

다항식이라 하고 특별한 원 를 부정원이라 한다.

   (i)    ∀∈
   (ii) 의 모든 원은

                  
 …

      꼴로 쓰여질 수 있다. 여기서 ≥ 이고 ∈
   (iii) (ii)에서와 같은 의 원들의 표시는 다음의 의미에서 
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       유일하다: ≤이고

         
 …     …

      이면, 

           ≤ 에 대하여   이고 

            에 대하여   이다.      

임의의 환의 원과 영원 의 곱은 바로 이므로, 다항식에서 

영계수를 갖는 항들은 생략되거나 필요에 따라서 삽입될 수 있

다.
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❙보기 4.1.1❙ 에서 다항식   은 보통 

 으로 쓴다. 우리가 다항식 과 을 위

와 같은 거듭제곱으로 나태내고 싶으면, 우리는 다음과 같이 

쓴다:  

          과  

                                                        ■

 

❙보기 4.1.2❙     과   

  이 의 원이면, 교환, 결합과 분배법칙은 다음

의 결과를 보여준다 :
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        

      

                  ■

❙보기 4.1.3❙ 에서 과 의 곱은 분배법칙을 

반복하여 사용함으로써 얻어진다 :

          

     

              
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                                      ■

다항식덧셈(polynomial addition) 

 
 ⋯

 
 ⋯

  

     
 ⋯ 

     

다항식곱셈(polynomial multiplication)

  
 …  …

     
 ⋯


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각 ≥ 에 대하여, 이 곱에서 의 계수는

     ⋯   
 



 

여기서   이면   이고   이면    이다. 

에서 곱셈에 대한 이 설명으로부터, 이 가환환이면 

역시 가환환이 된다는 것은 쉬운 결과다(예제 4.1.1). 

이 곱의 항등원 을 가지면, 은 역시 의 곱의 항등원

이다(유제 4.1.1).
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 정 의  4 .1 .1  

   
 …은 ≠인 에서 다항식이

라 하자. 그러면 을 의 최고차계수(leading coefficient)라 한

다. 이때, 정수 을 의 차수(degree)라 하고, “deg ”로 나

타낸다. 다른 말로하면, deg 는 영이 아닌 계수와 함께 나타나

는 의 가장 큰 지수이고, 이 계수는 최고차계수다.

❙보기 4.1.4❙  ∈의 차수는 이고, 이것의 
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최고차 계수는 이다. 

deg   이고  

deg    
  의 차수는 (영아닌 계수를 갖는 의 가장 

큰 지수)이고 이것의 최고차계수는 4이다.    ■
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환 은 다항식 환 의 부분환이다. 

의 원을 의 상수다항식(constant polynomial)이라 한다. 

에서 차수 인 다항식은 정확하게 영이 아닌 상수다항식들

이다. 

           상수다항식 은 차수를 갖지 않는다

는 사실에 주목하라(의 어떠한 거듭제곱도 영이 아닌 계수와 

함께 나타나지 않기 때문이다).
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 정 리  4 .1 .2   
은  정 역 이 고  와 는 의 영 이  아 닌  다 항 식 이 라  하

자 . 그 러 면  deg   deg deg 
󰋼증명󰋽     …이고

          
 …이라 하자. 여기서

       ≠이고 ≠. 그러면 

       deg  이고 deg . 한편,

            

  
 ⋯



       이 영이 아닌 계수를 가질 수 있는 의 가장 큰 지수는 
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이다. 그런데 은 정역이고 ≠ ≠ 이므로, 

≠이다. 따라서 는 영이 아닌 다항식이고

       deg   degdeg.       ■

따 름 정 리 4 .1 .2
이  정 역 이 면 ,  역 시  정 역 이 다 .

󰋼증명󰋽 은 항등원이 있는 가환환이므로, 역시 항등원이 

있는 가환환이다(예제 4.1.1과 유제 4.1.1). 정리 4.1.2에 의해 

        ≠ deg   ≠ deg  이면    

             deg   deg deg 
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이 므 로   deg  이다. 즉, ≠이다. 따라

서 는 정역이다.                                     ■

정리 4.1.2의 증명에서 이 정역이 아니고 임의의 환 일 때 

        와 가 영이 아닌 다항식이면

       deg ≤ deg deg 
임을 알 수 있다. 

또한 환이 영인수를 가지면 

            deg  deg deg 
도 가능하다. 예컨대, 에서, 은 차수 를 갖고 은 
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차수 를 갖는다. 그러나 이들의 곱은 차수   을 갖지 않

는다 : 

          ․     
이다. 

이장의 나머지에서 우리의 주된 관심은  또는와 같은)

체 에서 계수를 갖는 다항식들일 것이다. 이장의 머릿말에서 

주의하였듯이, 정역 는 정수들의 정역 와 많은 성질을 공

유한다.  
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 정 리  4 .1 .3  에 서  나 눗 셈  알 고 리 즘    

는  체 고   ∈ 라  하 자 . 여 기 서  ≠이 다 .  그

러 면  꼭  하 나 의  다 항 식  와 가  존 재 하 여   

이 고     또 는  deg   deg 을  만 족

한 다 .

이 정리와 에서 나눗셈 알고리즘 (정리 1.1.1)

        임의의 정수 와   에 대하여, 

        ∃꼭하나의 정수 와      이고 ≤ 

을 비교하라. 여기에서 유일한 변화는 에서 “ ”와 같은 명
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 


                 ←몫 

나눗식

 
  

    
←나뉨식 

            


       ←




제를 애서 차수를 포함하는 명제로 바꾼 것이다. 여러분은 

아마도 나눗셈 알고리즘을 사용하여 이와 같은 나눗셈 문제를 

확인하였다. 여기서 여러분은 쉽사리   임

을 증명할 수 있다:
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    


  ←




               

       


     

                  

            


        ←나머지
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예 제 󰠛 4 .1 .1  이 가환환이면,  역시 가환환임을 증명하라.  

󰋼풀이󰋽      ⋯ 
∈ 와

            ⋯ 
∈을 임의로 택한

       다. 그러면 각 ≥ 에 대하여, 에서 의 계수

       는      ⋯   이고 이 가

       환환이므로 




 
 



 이다. 즉, 에서 

       의 계수와 같다. 는 가환환이다.            ■
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 유제❙4.1.1 이 항등원 을 가지면, 은 역시 의 항등원임을 

보여라. 

예 제 󰠛 4 .1 .2   에 속하는 모든 3차 다항식을 열거하라.  

󰋼풀이󰋽        
                                        

                                                        ■

 유제❙4.1.2 에 속하는 보다 더 작은 차수를 갖는 모든 다항
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식을 열거하라. 

예 제 󰠛 4 .1 .3  에서      와 

   라 하자.   이고,    

또는 deg deg인 다항식 와 을 구하라.

[풀이]       ■

유제❙4.1.3 1   이고,    또는 deg 
deg인 다항식 와 을 구하라. 에서 
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    과  이다.

유제❙4.1.3 2      이고, 

   ∈이다. 의 몫과 나머지를 구

하여라.

예 제 󰠛 4 .1 .4     →은 의 각 다항식을 이 다항식의 상

수항(의 원)으로 대응하는 함수라 하자. 는 환들의 전사준동

형사상임을 증명하라.
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󰋼풀이󰋽 임의로 의 원     ⋯ 
과

           ⋯ 
을 택한다. 여기서

       ≤과 가정하여도 일반성을 잃지 않는다. 그러면

       의 상수항은  이고 의 상수

       항은 이다. 그래서                

                       

                

        그래서 는 준동형사상이다. 가 전사함수임은 분명하

        다. 따라서 는 전사준동형사상이다.               ■
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 유제❙4.1.4    →는 의 다항식   ⋯
를 

다항식     ⋯ 
으로 대응하는 함수라 하자. 여

기서  는 에 속하는 정수 의 합동류를 나타낸다. 는 

환들의 전사준동형사상임을 증명하라.

예 제 󰠛 4 .1 .5   다음의 각 명제가 참인지 거짓인지를 말하라.

       (a) 다항식   ⋯ 
∈가 이다 ⇔ .

          각    ⋯ 에 대하여   이다.

       (b) 이 가환환이면,  역시 가환환이다.
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       (c) 이 환이고 ∈의 차수가 각각 3과 4

               이면, 는 에서 8차 일 수 있다.

       (d) 이 환이면, 는 에 결코 영인수가 아니다.

󰋼풀이󰋽 (a) T        (b) T        (c) F        (d) T        ■   

 유제❙4.1.5 다음 각 명제가 참인지 아닌지를 말하라.

(1) 가 정역이면,  역시 정역이다.

(2) 이 영인수를 포함하는 환이면,  역시 영인수를 갖

는다.

(3) 이 임의의 환이고  ∈의 차수가 각각 
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과 이면, 의 차수는 언제나 이다.

(4) 가 체이면, 에 단원은 정확히 에서 단원이다.

(5) 이 환이면, 에서 영인수는 정확히 에서 영인수

이다.
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 4.2    에서 나누어 떨어짐

              는 언제나 체를 나타낸다.

 정 의  4 .2 .1  

 는  체 ,  ∈이 고  ≠라  하 자 . 적 당 한  다 항 식  

∈가  존 재 하 여    이 면   가 를  나

눈 다 [또 는  는 의  인 수 (fa c to r)다 ]라 고  한 다 . 

이  경 우 에 , 기 호    로  쓴 다 .
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❙보기 4.2.1❙ 에서    . 왜냐면,

   이기 때문이다. 더욱이, 의

 모든 상수배수는 역시  를 나눈다. 예컨대,

  는  를 나눈다. 왜냐면,

   


이기 때문이다. 일반적인 경우

에, 비슷한 주장에 의하여, 다음이 성립한다 : 

           면   ∀≠∈              ■
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 보기 4.2.1은 영이 아닌 다항식은 무한히 많은 약수를 가질 수 

있음을 보여준다. 대조적으로, 영이 아닌 정수는 유한개의 약수

만을 갖는다. 이 보기는 역시 다음의 사실을 설명한다 : 

≠면, 의 모든 약수는 deg 보다 작거나 같은 차

수를 갖는다. 이것을 증명하기 위하여, 라 가정하자. 

그러면 적당한 다항식 ∈가 존재하여   를 

만족한다. 그래서, 정리 4.1.2에 의하여,

                 deg   deg deg 
따라서 ≤ deg ≤ deg 이다. 

두 다항식  ∈의 최대공약수는 이 두 다항식을 
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모두 나누는 최고차수의 다항식이어야만 한다. 

그러나 이와 같은 최대공약수는 유일하지 않을 것이다. 

왜냐면 이 최대공약수의 각 상수배수는 같은 차수를 갖고 역시 

와 를 모두 나누게 될 것이기 때문이다. 

꼭 하나의 gcd를 보장하기 위하여, 우리는 새로운 개념을 소개

함으로써 이 정의를 약간 변경한다. 에서 다항식이 모닉

(monic)이다 라는 뜻은 이 다항식의 최고차계수가 임을 의미

한다. 예컨대,  는 에서 모닉이지만 은 모닉

이 아니다. 또한 상수다항식이 모닉이라는 뜻은 라는 뜻이다.
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 정 의  4.2 .2  

 는  체 ,  ∈ 이 고  ≠ ≠ 라  하 자 . 

다 항 식  는  와  를  동 시 에  나 누 는  최 고 차 의  모 닉 다 항

식 이 면  를 와 의 최대공약수(gcd)(the greatest 

common divisor)라고 한다 . 다 른 말 로  하 면 , 가  와  의  

  g cd 일  필 요 충 분 조 건 은  가  모 닉 이 고

(i)  이 고  

( ii)  이 고  면 , deg ≤ deg 를  만 족 하 는  

것 이 다 . 
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❙보기 4.2.2❙ 에서  과 의 gcd를 구하기 위하

여, 우리는 최고차수의 공약수들이 바로 차수 2인  의 

공약수들임에 주목한다. 이 공약수들은   자신과 이 

다항식의 모든 영이 아닌 상수배수들 - 특히, 모닉다항식 




     


를 포함한다. 따라서   


가

 과 의 gcd다.                                  ■
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❙보기 4.2.3❙ 여러분은 쉽게 에서 다음의 인수분해를 확

인할 수 있다:

         

        

이 와 의 최고차수의 공약수인 듯하다. 이 경우

에, 상수배수 

   


는 최고차수의 모닉공약수다. 

실제로  


이 최대공약수라는 증명은 이 절의 끝에서 주어진

다. 정수에서와 같이 이 gcd가 꼴로 쓰여질 
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수 있음을 알 수있다.

    

  


 

 
                   


  




  ■
 정 리  4.2 .3   

  는  체 ,  ∈ 이 고  ≠ ≠ 라  하 자 . 

그 러 면  와 의  유 일 한  최 대 공 약 수  가  존 재 한 다 . 더 욱

이 , (꼭  하 나 일  필 요 가  없 는 )다 항 식  와  가  존 재 하 여

                 

을  만 족 한 다 . 
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따 름 정 리  4.2 .4  

  는  체 ,  ∈이 고 ≠ ≠ 라  하 자 . 모

닉  다 항 식  ∈가  와 의  최 대 공 약 수 일  필 요 충 분

조 건 은  가  다 음 의  조 건 을  만 족 하 는  것 이 다 :

    ( i)  이 고   ,

    ( ii)  이 고  이 면  이 다 .

󰋼증명󰋽 숙제                                                ■
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❙보기 4.2.4❙ 에서     와

    의 gcd를 구하기 위하여, 나머지가 영이  

될 때 까지 나눗셈 알고리즘을 반복하여 사용한다. 각 단계에

서 나눗식과 나머지는 다음 단계에서 나뉨식과 나눗식이 된다 

:    

          ,   

        



 



 ,
          




 



 
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그래서 마지막 영이 아닌 나머지, 




는 최고차수의 

공약수다. 따라서 gcd는 모닉다항식

                
 




   

             ■

 정의 4.2.5 

다항식 와 가 서로소(relatively prime)라는 말은 

와 의 최대공약수가 인 것이다. 
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모든 상수는 모든 다항식의 약수이다(예제 4.2.1). 따라서 두 다

항식은 모든 상수 다항식을 공약수로 갖는 다. 그 공약수중 최

대 공약수는 모닉다항식이어야 하므로 라는 뜻이다.

 정 리  4.2 .6   

  는  체 라  하 고     ∈라  하 자 . 

이 고  와  가  서 로 소 이 면  이 다 .

󰋼증명󰋽 와 가 서로소이면 정리 4.2.3에 의해 다항식 와 

가 존재하여    을 만족한다. 양변에 

를 곱하면   이다. 

추상대수학 4 장 

원광대 수학과 채갑병                                                                     40

이므로 좌변을 나누므로 우변도 나누어야 하므로 

이다.                                               ■

예 제 󰠛 4 .2 .1  ∈ 면, 모든 영이 아닌 상수다항식은 의 인

수임을 증명하라. 

󰋼풀이󰋽  ≠∈를 임의로 택한다. 는 체이므로      

∈이 존재하여   를 만족한다. 따라서 

  가 되므로  이다.                    ■
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예 제 󰠛 4 .2 .2  (a) 상수다항식   ∈ 과   ∈ 의 

최대공약수를 구하라.  

(b)   ∈     ∈ 의 최대공약수를 구

하라.  

󰋼풀이󰋽 (a) 가 체이므로 예제 4,2,1에 의해 모든 상수다항식은 

와 의 공약수이다. 하지만 그중 모닉은 이므로 와 

의 최대공약수는 이다.   

(b) 마찬가지로   ∈     ∈ 의 최대

공약수는 이다.                                          ■
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 유제❙4.2.1   
  ⋯ ∈ 이고 ≠라 하자. 그러면 

와 의 gcd는 무엇인가? 

예 제 󰠛 4 .2 .3  유클리드 알고리즘을 사용하여 다음 다항식의 gcd

를 구하라 : 에서    과   

󰋼풀이󰋽                                    ■

 유제❙4.2.2 유클리드 알고리즘을 사용하여 다음 다항식의 gcd를 구

하라.
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(1) 에서   와  

(2) 에서   와  

예 제 󰠛 4 .2 .4    ∈ 이고 와 는 서로소

라 하자. 면, 와 는 서로소다. 이를 증명하

라.

󰋼풀이󰋽 와 가 서로소가 아니라 가정한다. 그러면 모닉

다항식 ∈ , deg≥ 가 존재하여  이고 

 이다. 가정에 의해  이므로,  이다. 

그래서 는 와 의 공약수이다. 
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이것은 와 가 서로소라는 사실에 모순이다. 따라서 

와 는 서로소이다.                       ■      

 

유 제 ❙   ∈ 이고 와 는 서로소라 하

자. 이고 이면, 이다. 이를 증

명하라.

유 제 ❙   ∈ 이고 와 는 서로소라 하

자. 그러면 와 의 gcd는 와 의 gcd와 같

다. 이를 증명하라.
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       4.3   기약다항식과 유일인수분해

 정 리  4.3 .1 는  체 라  하 자 . 그 러 면  

가   의  단 원 일  필 요 충 분 조 건 은  가  영 이  아 닌  상 수  다

항 식 인  것 이 다 .

󰋼증명󰋽 ⇒  는  의 단원이라 가정하자. 그러면

            ∃∈     .
            정리 4.1.2에 의하여

            deg deg   deg  deg  .
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            모든 차수는 음아닌 정수 이므로, deg   이
            고 deg   . 그러므로 와 는 영이 아

            닌 상수다항식이다.

        ⇐  는 영이 아닌 상수다항식이라 가정하자. 그

            러면 ∃≠∈    
            그런데 는 의 단원이므로 ∈이다. 

              라 하면  에서 상수다항식이고 

              이다. 따라서 는  의 단원이

            다.                                         ■
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정리 4.3.1은  와 의 각각이 무한히 많은 단원을 

가짐을 보여준다. 가 체가 아니면, 이 정리는 거짓일 수 있다. 

예로써, 상수다항식   는 의 단원이 아니다. 

왜냐면, 의 역 , 


, 은 에 속하지 않기 때문이다. 다항식 

은 의 단원이다. 왜냐면,   이기 때

문이다.

다항식 ∈ 가 ∈ 의 동반(associate)이다라는 뜻

은 어떤 ≠∈에 대하여   임을 의미한다. 예로
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써, 에서  의 몇 개의 동반원은  과 

 

이다. 정리 4.3.1에 의하여, 의 동반원은 바로 와  

의 단원의 곱이다. 

가, 의 동반원, 즉,   면,

                . 따라서 

  가 의 동반원이다 ⇔ 가 의 동반원이다.
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 정 의  4.3 .2   

는  체 라  하 자 . ∈ 가  상 수 가  아 닌 (또 는 , 단 원 이  아 닌 ) 다

항 식 이 라  하 자 . 의  약 수 들 이  의  동 반 원 과  영 이  아 닌  상 수

다 항 식 (단 원 )들 뿐 이 면  을  기 약  다 항 식 (irre d u c ib le  p o lyn om ia l)

이 라 고  한 다 . 기 약 이  아 닌  비 상 수  다 항 식 을  가 약 (red u c ib le )이 라  한

다 .

즉, ∈ 가 기약이라는 것은 가 의 원소가 아니고 

즉, 상수(단원)이 아니고   이면 ,  둘 중 

하나는 상수(단원)이라는 뜻이다. 그러나 가 체가 아니면  

가 ±이 아니고   이면 ,  둘 중 하
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나는 ±라는 뜻이다. 

❙보기 4.3.1❙ 다항식 는 에서 기약이다. 왜냐면 정리 

4.1.2에 의하여, 이 다항식의 모든 약수는 차수  또는 을 가

져야만 한다. 차수 의 약수는 영이 아닌 상수다. 

라 가정하자. 그러면 ∈이 존재하여   을 

만족한다. deg   이면, deg    그래서     ∈
라 할 수 있다. 그러므로   이고 는 의 

동반원이다. 일반적인 경우에 비슷한 주장에 의하여, 다음의 결

과가 얻어진다 : 
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 에서 차수 인 모든 다항식은  에서 기약이다.      

                                                       ■

기약성의 개념이 절대적인 개념이 아님에 주목한다. 

예컨대,  은 에서 가약이다. 왜냐면, 에서    

                     

이고, 어떤 인수도 상수가 아니고  의 동반원도 아니기 때

문이다. 그러나  은 에서 기약이다(예제 4.3.5).

다음의 결과는  에서 기약다항식이 본질적으로 에서 소수

가 갖는 것과 같은 나누어 떨어짐 성질을 가짐을 보여준다. 이 
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결과에 있는 조건 (3)은 종종 다항식이 기약임을 증명하기 위하

여 사용되고, 많은 책에서 (3)은 “기약”의 정의로 주어진다.

 정 리  4.3 .3 는  체 이 고  ∈ 는  비 상 수  다 항 식 이 라  하 자 . 그 러 면  

다 음 의  조 건 들 은  논 리 적 으 로  같 다  : 

 (1 ) 는  기 약 이 다 .

 (2 ) 와  가  인  임 의 의  다 항 식 이 면 , 

      또 는  .

 (3 ) 와  가    인  임 의 의  다 항 식 이 면 ,

     또 는  는  영 이  아 닌  상 수 다 항 식 이 다 (둘 중 하 나 ).
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󰋼증명󰋽  (1)⇒(2) :  와 가 인 임의의 다항

식이라 하자. ∤라 가정하자. 그러면 와 가 서

로소이고 정리 4.2.6에 의하면 이다.

(2)⇒(3) : 조건 (2)가 성립하고   라 가정하자. 그

러면, 조건 (2)에 대하여,  또는 (둘중하나, 아

니면   에 모순).

  경우 1 : 라 가정하자. 그러면 ∈가 존재하

여  를 만족한다. 따라서

     이 된다. 는 정역이므로, 정

리 3.2.7에 의하여,   이므로 는 단원이다. 그러
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므로 정리 4.3.1에 의하여, 는 영이 아닌 상수다.

  경우 2 : 라 가정하자. 경우 1과 비슷한 주장에 의하

여, 는 영이 아닌 상수다.

(3)⇒(1) : 조건 (3)이 성립한다고 가정하고 는 의 임의

의 약수라 하자. 그러면 ∈가 존재하여  

을 만족한다. (3)에 의하여,  또는 는 영이 아닌 상수이

다.   ≠라 가정하자. 그러면    이

고 양변에 을 곱하면  가 된다. 따라서 는 

의 동반원이다. 그러므로 의 약수는 동반원이고 영이 

아닌 상수뿐이다. 따라서 는 기약이다.                 ■
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 따 름 정 리  4.3 .4
  는  체 이 고  는   에 서  기 약 다 항 식 이 라  하 자 .

 … 면 , 는   들  중 에 서  적 어 도  하 나

의  약 수 이 다 . 

󰋼증명󰋽  따름정리 1.2.3의 증명을 에 각색한다.          ■
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정 리  4.3 .5
 는  체 라  하 자 .  의  모 든  비 상 수 다 항 식 은   에 서  기 약  다

항 식 들 의  곱 이 다 . 이  인 수 분 해 는  다 음 의  의 미 에 서  유 일 하 다  :

       … 이 고 ,

       … 
 이 고  각   와  가  기 약 이 면 ,   (즉 , 기 약 인 수 들 의  개 수

는  같 다 ). 필 요 하 다 면 , 의  순 서 를  다 시  정 하 고  새 롭 게  표 시 한  

후 에 ,  는  의  동 반 원 이 다 .     … .
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예 제 󰠛 4 .3 .1  다음 모닉 동반원을 구하라. : 

에서    

󰋼풀이󰋽    

  


 


                             ■

 유제❙4.3.1 다음 모닉 동반원을 구하라. 에서  이다.
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⋅ 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

예 제 󰠛 4 .3 .2  다음의 모든 동반원을 열거하라. :

 에서  

󰋼풀이󰋽 따라서  ∈의 동반원은  , 

        ,  ,        

■

추상대수학 4 장 

원광대 수학과 채갑병                                                                     59

 유제❙4.3.2 다음의 모든 동반원을 열거하라. 에서 이다.

예 제 󰠛 4 .3 .3  와 가  에서 동반원일 필요충분조건은  

 이고 인 것이다. 이를 증명하라.

󰋼풀이󰋽  ⇒] 와 가  에서 동반원이라 가정하자. 그

러면, ≠∈가 존재하여   를 만족한다. 그래서 

이다. 한편, 는 체이고 ≠이므로, ∈ 가 존

재하여   이다. 그러므로   

즉, 이다. 
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(⇐) 이고 라 가정하자. 그러면 

     ∈가 존재하여   이고   

      이다. 그래서  가 된  

    다.  는 정역이므로,   이고

    deg    이다. 따라서 

        deg   deg deg  
    이다. 그러므로 deg   deg  이고  

     와 는 영이 아닌 상수다항식이다. 

     따라서 와 는 동반원이다.            ■ 
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 유제❙4.3.3 가  에서 기약이다 ⇔ 의 각 동반원이 기약

이다. 이를 증명하라.

예 제 󰠛 4 .3 .4  에서 2차의 모든 기약다항식을 구하라.

󰋼풀이󰋽                                      ■    

  

 유제❙4.3.4 에서 차의 모든 기약다항식을 구하라.

예 제 󰠛 4 .3 .5   은 에서 기약임을 보여라. [힌트 : 가약
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이라 가정한다. 그러면        ∈ 
이것이 불가능함을 보인다.]

 유 제 ❙ (1) 각 ∈에 대하여  는 에서 가약임을 

보여라.

(2) 각 ∈에 대하여  는 에서 가약임을 보여라.

유 제 ❙ (1)  는 에서 기약임을 보여라.

(2)  를 에서 기약 다항식들의 곱으로 인수분해하

라.
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 4.4   다항함수, 근과 가약성

은 가환환이다. 의 각 다항식 
 … 과 

결합되는 함수   →는 다음의 규칙이다 : 

         ∀∈    … .
이와 같은 방법으로 어떤 다항식에 의하여 만들어지는 함수 

를 다항함수(polynomial function)라 한다.    
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❙보기 4.4.1❙ 다항식  ∈는 다음의 규칙으로 주

어지는 함수   →을 만든다 :

              ∀∈               ■      

 

❙보기 4.4.2❙ 다항식  ∈ℤ 는 규칙이

   인 함수   →를 만든다. 그러면

                

            
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다항식   ∈는 아래와 같이 주어지는 함수 

 ℤ→ℤ을 만든다:

                  

           

그러므로 비록 와 가 에 속하는 다른 다항식에 의해서 

만들어졌을 지라도, 와 는 에서 같은 함수다.           ■  
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비록 다항식과 이 다항식이 만드는 다항함수 사이에 차이가 분

명할 지라도, 관습상의 표시법은 아주 분명하지 않다. 

   

- 는 다항식  ∈ 
- 다항식  가 만드는 함수   →의 규칙. 

기호 는 두가지 다른 방법으로 사용되고 있다. 

- 다항식  에서, 는 환의 부정원 (초월원)이다. 

- 다항함수   →에서, 기호 는 이 함수의 규칙을 설명하

기 위한 변수로 사용된다. 
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어떤 명제의 참 또는 거짓은 가 부정원 또는 변수로 취급되는

지 아닌지에 달려있다. 

- 가 부정원(이환의 특별한 원)인 환  에서 명제 

    은 거짓이다. 

  왜냐하면 다항식이 영이다 ⇔ 이 다항식의 모든 계수가 0이

  기 때문이다. 

- 다항함수    

  변수 의 어느 값이    을 참이 되게 하는 가를  

  묻는 것은 더할 나위 없이 당연하다. 
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- 변수 에 관한 명제가 환 에서 생기는 것을 기억하는 것이 

도움이 될 수 있다. 

- 부정원 에 관한 명제는 다항식 환 에서 생긴다.

다항식의 가약성에 대한 질문은 때때로 이 다항식이 만드는 다

항함수를 생각함으로 답이 얻어질 수 있다. 이 분석에 대한 열

쇠(key)는 근의 개념이다. 
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 정 의  4.4 .1  

은  가 환 환 이 고  ∈라  하 자 . ∈가     를  만 족

하 면  ∈를  다 항 식  의  근 (ro o t)이 라  한 다  즉 , 다 항 식  

가  만 드 는  함 수    →가  를  에  대 응 시 킨 다 .

❙보기 4.4.3❙ 다항식    ∈의 근들은

  인 변수 의 값들, 즉, 방정식    의 해

(solution)들이다. 근들이 1과 2임을 아는 것은 쉽다.        ■
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❙보기 4.4.4❙ 다항식  ∈는 에서 근을 갖지 않는다. 

왜냐면, 방정식    의 실수해가 존재하지 않기 때문이다. 

그러나  을 에서 다항식으로 생각하면,  은 근으

로 와 를 갖는다. 왜냐면, 이 두 값은 에서    의 해

들이기 때문이다.                                        ■

   에서 가약성에 관련된 문제들에 집중한다. 여기서 는 

체다.
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 정 리  4.4 .2  나 머 지 정 리 (The Rem ainder Theorem )

  는  체 , ∈ 이 고  ∈ 라  하 자 . 그 러 면  는  를  

다 항 식  로  나 눌  때  나 머 지 다 .

󰋼증명󰋽  나눗셈 알고리즘에 의하여,  ∈가 존재하

여   ,    또는

 deg   deg 를 만족한다. deg  이므로, 

deg   또는   이므로, 어느 경우에나 적당한 상수 

∈가 존재하여   를 만족한다. 그러므로 

  이다. 따라서
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                               ■ 

 정 리  4.4 .3 인 수 정 리 (The Facto r Theorem ) 

 는  체 , ∈ 이 고  ∈라  하 자 . 그 러 면  가  다 항 식  

의  근 일  필 요 충 분 조 건 은  가   에 서  의  인 수 인  것 이 다 .

❙보기 4.4.5❙     가 에서 가약임을 

보이기 위하여, 1은 이 다항식의 근임에 주목하라. 그러므로 

은 인수다.                                          ■
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 따 름 정 리  4.4 .4  

  는  체 고  는   에 서  영 이  아 닌  차 수  인  다 항 식 이 라  하

자 . 그 러 면  는   에 서  많 아 야  개  근 을  갖 는 다 .

 따 름 정 리  4.4 .5

  는  체 , ∈ 이 고  deg≥ 라  하 자 . 가   에 서  

기 약 이 면 , 는   에 서  근 을  갖 지 않 는 다 .

󰋼증명󰋽   는  에서 기약이라 가정하자. 

      는  에서 꼴의 인수를 갖지 않는다. 

      인수정리에 의하여 는 에서 근을 갖지 않는다.
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따 름 정 리  4.4 .6

  는  체 , ∈ 이 고  가  차 수  2  또 는  3을  갖 는  다 고  하

자 . 가   에 서  기 약 일  필 요 충 분 조 건 은  가   에 서  근 을  

갖 지  않 는  것 이 다 . 

󰋼증명󰋽 ⇒ ] 따름정리 4.4.5에 의해 성립한다. 

⇐ ] deg    또는 3이고 에서 근을 갖지 않는다고 가정

하자.  에서 모든 1차 다항식 는 에서 근 를 

갖기 때문에 는  에서 어떠한 1차 인수도 갖지 않는다. 

  라고 가정하면 와 는 1차가 아니다.    

정리 4.1.2에 의해 deg    또는 3이므로 deg   이거
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나 deg   이어야만 한다. 

       
  정리 4.1.2  

은 정역이고 와 는 의 영이 아닌 다항식이라 하자. 그러면 deg   deg deg        

즉,  또는 는 영이 아닌 상수이다. 따라서, 정리 4.3.3에 

        

 정 리  4.3.3 는  체 이 고  ∈ 는  비 상 수  다 항 식 이 라  하 자 . 그 러 면  다 음 의  조 건 들 은  논 리 적 으 로  같 다  : 

 (1 ) 는  기 약 이 다 .

 (2 ) 와  가  인  임 의 의  다 항 식 이 면 ,   또 는   .

 (3 ) 와  가    인  임 의 의  다 항 식 이 면 ,   또 는  는  영 이  아 닌  상 수 다 항 식 이 다 .

의하여, 는 기약이다.                                 ■

 이 따름정리는 차수≥에 대하여 거짓이다. 예로써,  

    은 에서 가약이지만 에서 근을 갖지 

않는다.
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❙보기 4.4.6❙  이 에서 기약임을 보이기 위하여, 

여러분은     ∈중의 어느 것도 근이 아님을 확인

할 필요가 있다.                                         ■

우리는 출발점인 다항함수로 돌아감으로써 이 절을 끝낸다. 보

기 4.4.2는 에서 두 다른 다항식이 에서 로의 같은 함

수를 만든다는 것을 보여준다. 가 무한하면 이러한 일이 생길 

수 없다는 것을 우리는 이제 보여 준다.
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 따 름 정 리  4.4 .7
 는  무 한 체 이 고   ∈ 라  하 자 . 와  가   에

서   로 의  같 은  함 수 를  만 들  필 요 충 분 조 건 은   에 서

  인   것 이 다 .

󰋼증명󰋽 ⇒  와 가 에서 로의 같은 함수를 만든다

고 가정하자. 그러면 ∈에 대하여   이다.

그러므로 ∈에 대하여   이다. 

이것은 의 모든 원이 다항식 의 근임을 의미한다. 

는 무한하므로, 따름정리 4.4.3-1에 의하여, 이것은 불가능하

다.   따라서 는 영다항식, 즉   이다.
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   ⇐  이 증명은 분명하다.                             ■

예 제 󰠛 4 .4 .1  가 의 인수인지를 결정하라:

       에서   와     

󰋼풀이󰋽     
                 

       따라서  는 의 인수가 아니다.             ■  

 유제❙4.4.1 가 의 인수인지를 결정하라.
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에서   와       

예 제 󰠛 4 .4 .2  다음 각 명제가 참인지 거짓인지를 말하라.

(a) 는 위에서 기약이다.

(b)  은 위에서 기약이다.

(c) 가 체이면, 의 단원들은 정확히 의 영 아닌 원들이

다.

(d) 체 의 계수를 갖는 차 다항식은 기껏해야 에서 개의

    영을 가질 수 있다.
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(e) 에서 모든 1차 다항식은 체 에서 적어도 하나의 영

을 갖는다.

󰋼풀이󰋽 (a)T      (b)T      (c)T      (d)T      (e)T.          ■

 유제❙4.4.2 다음의 각 명제가 참인지 거짓인지를 말하라.

(1) 은  위에서 기약이다.

(2)  은  위에서 기약이다.

(3) 에서 각 다항식은 체 에서 기껏해야 유한 개의 영

들을 가질 수 있다.
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예 제 󰠛 4 .4 .3  ∈가 ∈ 의 중근(multiple root)이다라는 

뜻은 어떤 ≥ 에 대하여 이 의 인수임을 의미한

다. ∈가 ∈의 중근일 필요충분조건은 가 와 

′의 근인 것이다. 여기서 ′는 의 도함수이다. 이를 

증명하라.

󰋼풀이󰋽 (⇒) ∈가 ∈의 중복근이라 가정하자. 그러

면 적당한 ≥ 가 존재하여 가 의 인수가 된다. 

그래서 ∈가 존재하여   , 을 

만족한다. 그러므로   이다. 한편
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           ′  ′
이므로 ′  ′  이다. 

           따라서 는 와 ′의 근이다. 

(⇐) 가 와 ′의 근이라 가정하자. 그러면   이

고 ′  이다. 그래서   이고   ′이다. 

따라서 적당한 다항식 ∈가 존재하여

  이다. 이를 미분하면

 ′   ′가 된다.   ′이므로 오른편

항을 모두 나누어야 하므로 이게 된다. 즉, 적당한 

다항식 ∈가 존재하여   가 된다. 따
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환의 정의와 다항함수의 정의를 

확인한다.

Tip

라서      가 된다. 그러므로 적당

한 ≥ 가 존재하여   이다. 따라서 증명이 완료

된다.                                                  ■

 유제❙4.4.3 ∈이고 가 ′와 서로소이면, 는 에

서 중복근을 갖지 않음을 증명하라.

예 제 󰠛 4 .4 .4 는 체에서 체로의 모든 다항함

수들의 집합이고 에서 덧셈과 곱셈을 다음과 

같이 정의한다. 각 ∈에 대하여,   이고 
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  이다. 그러면 는 항등원이 있는 교환환이

다. 이를 증명하라. 

[풀이] 임의의 다항함수   
 ⋯

 와

  
⋯

   가 주어졌을 때 다항함수

의 덧셈은 다음과 같다

 
 ⋯

 
 ⋯



     
 ⋯ 

∈ ,

  여기서      .

다항함수의 곱셈은
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  
 ⋯

 
 ⋯



     
 ⋯

∈
여기서 각 ≥ 에 대하여, 이 곱에서 의 계수는

     ⋯   
 



 .

여기서   이면   이고  이면    이다. 따라서 

임의의  ∈에 대하여 ∈이고 ∈이다. “”에 대

한 교환성질과 결합성질과 “⋅”에 대한 결합성질과 결합성질 

및 분배성질은 (  ⋅)의 성질에 의하여 분명하다. ∈와 
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∈는 각각 다음과 같이 되는 다항함수라 하자. 임의의 

∈에 대하여   ∈이라 하자. 그러면 분명히 

는  의 에서의 해이다. 모든 ∈에 대하여 

  이고    이다. 그러면 모든 ∈에 대하여 

   이고 ⋅  이다. 그러므로 와 는 각각 “”와 

“⋅”에 관한 항등원이다. 따라서   ⋅은 항등원이 있는 

환이다. 또한 각 ≥ 에 대하여, 에서 의 계수는   

   ⋯  이고 가 체이므로 




 
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
 



 이다. 즉 에서 의 계수와 같다. 는 가환

환이다.                            ■

 유제❙4.4.4 는 무한체이고 는 에서 로의 모든 다항함수들의 

환(예제 4.4.4)이라 하자. 그러면  ≅이다. 이를 증명하라. 

[도움말: 함수    →를 각 다항식 ∈에 가 

만드는 에서 함수로 대응시킴으로써 정의한다. 그러면 따름

정리 4.4.3-3에 의하여 은 단사이다.]

추상대수학 4 장 

원광대 수학과 채갑병                                                                     88

          4.5   에서 기약성

 이 절의 중심적인 주제는 에서 인수분해가 에서 인수

분해로 바꾸는 것이다.  

 ∈면, ≠∈가 존재하여 ∈을 만족한다.
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예로써, 에서 다항식

                     

  


  



을 생각하자. 그러면 의 계수의 최소의 공통분모(the least 

common denominator)는 12다. 그래서 는 정수계수를 

갖는 다항식이다:

         

  


  


     
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인수정리에 따라서, 다항식 ∈의 1차 인수를 구하는 

것은 에서 의 근을 구하는 것과 논리적으로 같다. 

또한 ∈에 대하여   이면    ≠이므로(역도 

성립), 는 임의의 영이 아닌 상수 에 대하여 와 같은 

근을 갖는다. 

∈에 대하여 ∈의 근을 다음 정리에서와 같

이 구하므로 의 근을 찾을 수 있다.
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 정 리  4.5 .1 유 리 근 판 정 법 (Rational Root Test)

   
 

 …∈ℤ라  하 자 . ≠이 고

  인  유 리 수  


가  의  근 이 면 , 이 고   .

󰋼증명󰋽  가 의 근이면 

               







⋯


    

        이다. 양변에 을 곱하고 공통인수를 정리하면 
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           
 

 ⋯


  


  

 
 ⋯




  

 
 ⋯

 

  

         따라서 
이다. 그러나   이므로   이다 

         따라서 이다. 또한   

          
  

 
 ⋯




  

 
 ⋯

 

      

          이므로 비슷하게 임을 보일수 있다.              ■
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❙보기 4.5.1❙      ∈의 에서 

가능한 해는 꼴이다. 여기서 은 ± ± ± ± ±±

(상수항 12의 약수들)중의 하나고, 는 ± 또는 ±(최고차 계수 2의 

약수들)중의 하나다. 그래서 유리근판정법에 의하여, 의 근이 될 

수 있는 가능한 값들은 다음과 같다 :

                     

  


  


 


  




과 이 에서 의 유일한 근임을 구하기 위하여 

에 이 값들을 대입하는 것은 지루하지만 수월하다. 인수정리에 
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의하여,   과  


은 의 인수다. 긴 나눗셈

에 의하여,    

 이다.

한편, 2차방정식의 근의공식에 의하여,  의 근은 

± . 이 근중 어느 것도 에 속하지 않는다. 그러므로, 따

름정리 4.4.3-2에 의하여,  은 에서 기약이다. 따

라서 우리는 를 에서 기약다항식들의 곱으로 인수분해 

하였다.                                                 ■
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❙보기 4.5.2❙ 유리근판정법에 의해 에서

     의 가능한 근은 과 뿐이다. 도 

도 의 근이 아님을 확인할 수있다. 따라서, 따름정리 4.4.6

에 의하여, 는 에서 기약이다. 

     

 따 름 정 리  4.4.6

  는  체 , ∈ 이 고  가  차 수  2  또 는  3을  갖 는  다 고  하 자 . 가   에 서  기 약 일  필 요 충 분 조 건 은  가   에 서  근 을  갖 지  않 는  것

이 다 .    ■

에서 인수분해가 에서 인수분해로 바꾸는 것이 목표이

다. 이유는 정수론을 써서 정수계수 다항식의 가약성 문제를 

쉽게 풀 수 있기 때문이다.   
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(1) 정수계수 = (정수계수)(정수계수) in  so in x
(2) 정수계수 = (유리계수)(유리계수) ⇒  정수계수로 바꾸기를 

   원함   

(3) 유리계수 = (유리계수)(유리계수)

(4) 유리계수 = (정수계수)(정수계수)

   (3)과 (4)의 경우 즉, ∈면, 어떤 영이 아닌 정수 

에 대하여 는 정수계수를 갖는다. 에서 의 임의

의 인수분해는 에서 의 인수분해가 된다. 에서 기

약성에 대한 판정법은 정수계수를 갖는 다항식으로 제한될 수 

있을 듯하다. 정수계수를 갖는 다항식이 에서 인수분해가 
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되면 에서도 인수분해 되어야 함을 보여야 한다. 

 보 조 정 리  4.5 .2
   ∈이 고    라  하 자 . 가  

의  모 든  계 수 를  나 누 는  소 수 면 , 는  의  모 든  계 수 를  나 누 거 나  

또 는  의  모 든  계 수 를  나 눈 다 .

󰋼증명󰋽    ⋯    ｂ⋯
이

고    …하 하자. 

이 결론이 거짓이라 가정하자. 

그러면 는 의 어떤 계수와 의 어떤 계수를 나누지 못한다. 
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은 로 나누어질 수 없는 의 최초의 계수고 

도 로 나누어질 수 없는 의 최초의 계수라 하자. 

그래서   에 대하여  이고   에 대하여  이다. 의 계

수 를 생각한다.   이므로, 

        …    ….
그러므로,

     …   … . (4.5.4)

가정에 의하여,  . 한편, 각   에 대하여  이고 각 

  에 대하여  이므로, 방정식(4.5.4)의 각 대괄호에 있는 
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각 항들은 로 나누어진다. 그래서 는 방정식 (4.5.4)의 오른쪽 

변의 약수다. 

그러므로  .  정리 1.3.2에 의하여,   또는   . 이것은 

∤이고 ∤라는 사실에 모순이다. 따라서 보조정리는 성립

한다.                                                   ■
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정 리  4.5 .3
∈라  하 자 . 그 러 면  다 음 은  동 치 이 다 .

(1 ) 가  에 서  차 수  과  인  다 항 식 들 의  곱 으 로  인 수 분 해  

된 다

(2 ) 가  에 서  차 수  과 인  다 항 식 들 의  곱 으 로  인 수 분 해  

된 다 . 

󰋼증명󰋽 분명히, 가 에서 인수분해가 되면 같은 다항식으로 

      에서 인수분해 된다. 

      반대로, ∈에 대하여 에서 

                         

      이라 하자. 
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            를  와 가 정수 계수를 갖게 하는 

      영이 아닌 정수라고 하자. 

      그러면 에서

            deg   deg 와  deg  deg 
      를 만족하며  

                      .

      를 의 소수인 약수라고 하자. 

      즉,   라고 하면 는 다항식 의 모든 계수들을 나

      눈다. 

      그러면 는 의 모든 계수를 나누거나 의 모
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      든 계수를 나누게 된다. 

      의 모든 계수를 나눈다 하자. 그러면

                   ∈
      이고 

                    deg   deg. 
      그러므로 

                

      이고 를 양변에서 소거하면 에서 

                      

      이다. 이런 방식으로 계속 의 모든 소인수를 양변에서 제거 
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      하면 오른쪽 항에는 ±가 남고 왼쪽에는 와 같은 차

      수의 다항식하나와 와 같은 차수의 다항식 하나가 남을 

      것이다.                                                  ■

❙보기 4.5.3❙          ∈이고 

에서      

  


와 같이 인수분해된다.

양변에 9를 곱하면 

                  

이고 양변에서 를 소거하면
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                   

에서의 인수분해를 얻는다. 

❙보기 4.5.4❙     은 에서 기약임을 증명하

라. 

󰋼풀이󰋽 이 증명은 모순법에 의한다. 

           가 가약이라 가정하자. 

그러면 는 에서 두 개의 비 상수 다항식의 곱으로 인

수분해 된다. 

이 인수들 중에서 어느 하나가 차수 1을 가지면, 는 에서 
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근을 갖는다. 

유리근판정법에 의하여, 는 에서 근을 갖지 않는다(가능

성은 ±뿐이고 어느 것도 근이 아니다). 

그래서 가 가약이므로, 정리 4.1.2에 의하여, 유일하게 가능

한 인수분해는 두 2차식의 곱이다. 

이 경우에 정리 4.5.3은 에서 이와 같은 인수분해가 존재한

다는 것을 보여준다. 

또한 가 모닉이므로 에서 모닉 2차식의 곱으로 인수분

해된다. 그래서

         ＋               (4.5.5)
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라 하자. 여기서    ∈라 하자. 방정식 (4.5.5)의 왼쪽 

변을 전개하면,

         

                    

이다. 같은 다항식은 같은 계수를 가지므로

                     .

             이므로  . 

그러므로 

                  ,

또는
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                      .                     (4.5.6)

한편,   ∈ 이므로,      또는     그래서, 방

정식 (4.5.6)으로부터,

                   또는        

                         또는       

그런데 제곱이 또는 이 되는 정수는 존재하지 않는다. 그러

므로 에서 차식의 곱으로 를 인수분해 할 수 없다. 

따라서 에서 는 기약이다.                        ■
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 정 리  4.5 .4 아 이 젠 스 타 인 의  판 정 법 (Eisenstein 's C riterion)

   
  … 는  정 수 계 수 를  갖 는  비 상 수  다 항 식 이

라  하 자 . 만 약  소 수  가  존 재 하 여   …  ∤이 고  

∤을  만 족 하 면  는  에 서  기 약 이 다 .
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❙보기 4.5.5❙   인 아이젠스타인의 판정법에 의하면, 다항식 

    는 에서 기약이다.      ■

❙보기 4.5.6❙   인 아이젠스타인의 판정법에 의하면, 다항식 

 는에서 기약이다. 비슷하게, 각 ≥ 에 대하여 

 는 에서 기약이다. 그러므로 에서 모든 차수의 

기약 다항식이 존재한다.                                 ■
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비록 아이젠스타인의 판정법이 매우 효과적일지라도, 이것이 

적용될 수 없는 많은 다항식이 있다. 이와 같은 경우에 다른 

기술이 필요하다. 이와 같은 한 가지 방법은, 다음의 의미에서, 

를 법으로 변형시키는 것을 포함한다. 는 양의 소수고, 각 정

수 에 대하여, 는 에 속하는 의 합동류를 나타낸다고 하

자.           
  … ∈ 

일 때,

              
  …   ∈

를 나타낸다고 하자. 예로써,     ∈면, 
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에서,

            

                      

와 는 같은 차수를 가짐에 주목하라. 이것은 언제나 

의 최고차계수가 로 나누어 질수 없는 경우(그러므로 
의 최고차 계수는 에 속하는 영류가 되지 못할 것이

다)가 될 것이다. 
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 정 리  4.5 .5

   
 ⋯∈이 고  는  ∤인  

 양 의  소 수 라  하 자 . 가  에 서  기 약 이 면 , 는  에 서  

기 약 이 다 .

󰋼증명󰋽 가 에서 가약이라 가정하자. 그러면, 정리 4.5.3에 

의하여, 비상수 다항식  ∈가 존재하여

  이다. ∤ 이므로, 는 (곱이 인) 또는 

의 최고차계수를 나눌 수 없다. 그래서 deg   deg  이고 

deg   deg . 특히, 도 도 에서 상수다항식이 
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아니다. 더욱이, 에서    이다(연습문제 21번).

이것은 에서 의 기약성에 모순이다. 따라서 는 에

서 기약이어야만 한다.                                       ■
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 정리 4.5.5의 유용성은 다음 사실에 달려 있다: 각 음아닌 정

수 에 대하여, 에서  차수 인 다항식이 유한개만 

있다(에는 차수가 인 다항식이  개 존재한다:과

제). 그러므로, 

이론적으로, 에 속하는 주어진 다항식이 기약인가를 결정

하는 것은 유한개의 가능한 인수를 확인함으로써 언제나 가능

하다. 의 크기와 의 차수에 따라서, 이 확인하는 일은 종

종 적당한 양의 횟수로 이루어 질수 있다.
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❙보기 4.5.7❙      이 에서 기약임

을 보여라. 

󰋼풀이󰋽 우리는 를 법으로 변형시킨다. 에서,

     
가 에서 근을 갖지 않음을 보이기는 쉽다. 그래서 

는   에서 1차인수를 갖지 않는다. 

  에서 2차 인수는      과  뿐이다. 

여러분은 긴 나눗셈을 사용하여 이들 중 어느 것도 의 인

수가 아님을 보여줄 수 있다. 
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더욱이, 는 차수 3 또는 4인 인수를 가질 수 없다(가진다

면, 다른 인수는 차수 2 또는 1을 갖는다. 이것은 불가능하다). 

그러므로 는   에서 기약이다. 따라서 는 에서 

기약이다.                                               ■

주목  에서 다항식이 에서 가약인 다항식으로 를 법

으로 변형되면, 정리 4.5.5로부터, 어떤 결론도 끌어내질 수 없

다. 불행하게도, 가 실제로 에서 기약일 때 조차도, 

의 변형이 에서 가약이 되는 많은 가 존재 할 수 있

다. 그러므로, 정리 4.5.5를 적용하기위하여, 외견상 보다 더 많
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은 횟수의 시도가 필요 할 수 있다.

예 제 󰠛 4 .5 .1  다음을 기약다항식의 곱으로 써라.

(a)   ∈
(b)   ∈
󰋼풀이󰋽 (a) 를 각각 대입한다. 그러면

                

           ∴   ∈는 기약이다.  

       (b)                 
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     ∴      ∈ ■   

 유제❙4.5.1 다음을 기약다항식의 곱으로 써라.

(1)  ∈
(2)    ∈
(3)   ∈
(4)  ∈

예 제 󰠛 4 .5 .2  유리근 판정법을 사용하여    를 
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에서 기약다항식들의 곱으로 써라.   

󰋼풀이󰋽                           ■  

 유제❙4.5.2 유리근 판정법을 사용하여 각 다항식을 에서 기약

다항식들의 곱으로 써라.

(1)    

(2)    

예 제 󰠛 4 .5 .3  아이젠스타인의 판정법을 사용하여  이 

에서 기약임을 보여라:
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󰋼풀이󰋽   라 하자. 그러면      이지만 ∤1이고 

       ∤22. 따라서  는 에서 기약이다.    ■  

 유제❙4.5.3 아이젠스타인의 판정법을 사용하여   

 이 에서 기약임을 보여라.

예 제 󰠛 4 .5 .4  가   에서 기약이 되는 소수 를 구함으로

써   가 에서 기약임을 보여라:

󰋼풀이󰋽    라 하자. 그러면   에서 
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            

       그래서       

            그러므로 는 에서 해를 

       갖지 않는다. 따름정리 4.4.3-2에 의해서 는   

       에서 기약이다. 그런데   는 소수이고 ∤7. 따라서,

       정리 4.5.5에 의하여, 는 에서 기약이다.    

■ 

 유제❙4.5.4 가   에서 기약이 되는 소수 를 구함으로써 
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    가 에서 기약임을 보여

라.

예 제 󰠛 4 .5 .5  는 체이고 ∈ 라 하자. ∈이고 

가 에서 기약이면, 는  에서 기약이다. 이

를 증명하라. [힌트: 모순법을 사용하라.]

󰋼풀이󰋽   라 가정하자. 그러면  

       가정에서 가  에서 기약

      이므로,  또는 는 영 아닌 상수 다항식이

      다. 그래서  또는 는 영이 아닌 상수다항식이다. 
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따라서 는 기약이다.                                 ■ 

 

 유제❙4.5.5 이 기약임을 보이기 위하여 아이젠스타인의 판

정법을 사용하고 예제 4.5.5를 적용함으로써   

 이  에서 기약임을 증명하라.

    

추상대수학 4 장 

원광대 수학과 채갑병                                                                     124

       4.6   와 에서 기약성

에서의 경우와는 달리 와 에서 모든 기약다항식에 

대하여 명백하게 설명 할 수 있다. 그러므로 유리근 판정법이

나 아이젠스타인의 판정법이 없이  또는 ℂ에서 다항식

이 기약인지 아닌지를 곧바로 말할 수 있다. 이러한 사실들은 

1799년에 가우스(Gauss)가 처음에 증명했던 다음의 정리의 결

과다.
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 정 리  4.6 .1 대 수 학 의  기 본 정 리

            (The Fundam ental Theorem  of A lgebra)

 의  모 든  비 상 수  다 항 식 은  에 서  근 을  갖 는 다 . 

 이 정리는 때때로 체가 대수적으로 닫힌다(algebraically 

closed)고 말함으로써 다른 용어로 표시된다. 이 정리에 대하여 

알려진 모든 증명은 해석학(analysis) 및 (또는) 복소변수

(complex variable)함수론으로 부터의 사실들에 상당히 의존한

다. 이 이유 때문에, 우리는 와 에서 기약성에 대한 기

본정리와 밀접한 몇 가지 관계만을 생각할 것이다. 증명에 대
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하여, 맥코이(Mccoy)와 베르거(Berger)[6] 또는 헝거포드

(Hungerford)[7]를 보라.

따 름 정 리  4.6 .1-1  
다 항 식 이  에 서  기 약 일  필 요 충 분 조 건 은  이  다 항 식 의  차 수  1인  

것 이 다 . 
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 따 름 정 리  4.6 .1-2  
에 서  차 수  인  모 든  비 상 수  다 항 식  는  어 떤

    … ∈에  대 하 여  … 꼴 로  써 질  

수  있 다 . 이  인 수 분 해 는  인 수 의  순 서 를  제 외 하 고  유 일 하 다 .

에서 모든 기약 다항식의 설명을 얻기 위하여, 우리는 다

음의 결과가 필요하다.
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 보 조 정 리  4.6 .2  

∈ℝ이 고  가  에 서  의  근 이 면   역 시  

의  근 이 다 .

 정 리  4.6 .3  

다 항 식  가  에 서  기 약 일  필 요 충 분 조 건 은  가  1차  다 항

식 이 거 나  또 는      인     이 다 .

󰋼증명󰋽 ⇐: 분명히 성립한다. 

⇒: 다항식 가 에서 기약이고 deg≥ 라 가정하
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자. 즉, 에서 근을 갖지 않는다. 그러면 정리 4.6.1에 의하여, 

는 에서 근 을 갖는다. 보조정리 4.6.2에 의하여, 역

시 의 근이다. 더욱이 ≠  가 가정하면 는 

의 실근이다. 그러면 이것은 의 기약성에 모순이다)이다. 

그래서 인수정리에 의하여, 와  는 에서 의 

인수다. 그러므로 ∈가 존재하여  

                 

이다.   라 하자. 그러면

                  ∈
이다. 더욱이    ∈면,
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           

               

그러면 의 계수는 실수다. 

    이제 우리는  역시 실수계수를 가짐을 보이고자 한다. 

에서 나눗셈 알고리즘에 의하여, 다항식 , ∈ 
가 존재하여 

                     

존재한다. 여기서    또는 deg  deg이다.

그러나 에서,   이다. 와 는 

에서 다항식으로 생각 될 수 있으므로 에서 나눗셈 알고리
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즘의 유일성에 의하여,   이고   이다. 따라서 

  ∈ℝ이다. 

      는 에서 기약이고 deg  이
므로, 는 상수 ∈이어야만 한다. 그러므로   

는 에서 2차 다항식이다. 즉,    꼴이다. 여

기서   ∈ 는 에서 근을 갖지 않으므로, 

                                                 ■
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 따 름 정 리  4.6 .3  

에 서  홀 수 차 수 의  모 든  다 항 식 은  에 서  근 을  갖 는 다 .

󰋼증명󰋽 정리4.3.4에 의하여,   … 이고 각

 는 에서 기약이다. 그러면, 정리 4.6.3에 의하여, 각 

 는 차수1 또는 2를 갖는다. 그래서 정리 4.1.2에 의하여, 

     deg  degdeg … deg
는 홀수차수를 가지므로,  들 중의 적어도 하나는 차수

1을 가져야만 한다. 그러므로 는 에서 1차인수를 갖는

다. 따라서 는 에서 근을 갖는다.                    ■
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예제 󰠛 4.6.1  다항식    의 에서 모든 근을 

구하라.(하나의 근 )

󰋼풀이󰋽                                  ■

 유제❙4.6.1 다항식    의 에서 모든 근을 구

하라(하나의 근은 ).

예제 󰠛 4.6.2  다항식  를 , 와 에서 기약다항

식들의 곱으로 인수분해하라:

󰋼풀이󰋽 에서,  
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       에서,       

       에서,         

                                                      ■

 유제❙4.6.2 다항식   를 , 와 에서 기약다

항식들의 곱으로 인수분해하라.

예제 󰠛 4.6.3     ∈이고 ≠라 하자. 에

서 의 근이  와   
임을 증명하라.
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[힌트:    ⇔     임을 보이고 왼쪽 

변을 완전 제곱하여 를 구하라.]

󰋼풀이󰋽   ⇔   

  



                 ⇔ 

 



 





 

                 ⇔ 

±




 

±




       따라서 에서 의 근은 
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           


와  


         ■

 유제❙4.6.3    인 모든  ∈는 에서 기약

임을 증명하라.           [도움말: 예제 4.6.3을 보라.]
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4장   연습문제

 ∈가 교환환 의 영인수면, 는 역시 의 영인수인가?

 

 은 교환환이라 하자. ≠ 이고    
  ⋯

이 의 영인수이면, 은 의 영인수임을 보여라.

 은 정역이라 하자. 나눗셈 알고리즘이 에서 언제나 성립한다고 가정한다. 은 체임을 증명하라. 

    ⋯ 
       

  ⋯  


다음의 각각을 증명하라.

(1) 는 환들의 준동형사상이다.

(2) 가 단사다 ⇔  가 단사다.

(3) 가 전사다 ⇔  가 전사다.

(4) ≅이면 ≅  .

  ∈이고 ≠라 하자. 와  는  에서 서로소(relatively prime)임을 보여라.

 ∈ 라 하고 모든 상수가 아닌 ∈ 에 대하여  라 가정하자. 는 상수다항식임을 증명하라.

 가  와 서로소이면, 에 대하여 무엇을 말할 수 있는가?
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   은  에서 기약임을 보여라.

 유일인수분해를 사용하여  에서 다음의 gcd를 구하라.

     과    

은 정역이라 하자. 그러면 

  가 의 단원이다 ⇔   이고 는 의 단원이다. 

이를 증명하라.

 에서  가 
  ⋯ 

   의 약수이다. ⇔       ⋯    . 

이를 증명하라.

인수정리를 사용하여  에서   가       

으로 인수분해 됨을 보여라. 단 어떠한 다항식의 곱셈도 하지 않는다.

 에서 차수 인 모든 모닉 기약다항식을 열거하라. 역시  에서 같은 일을 하라.

 에서  가       의 약수가 되는 홀수 소수 를 구하라.

(1) 와 가 에서 동반원이면, 이들은 에서 같은 근을 가짐을 보여라.
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(2)  ∈가 에서 같은 근을 가지면, 이들은 에서 동반원인가?

  가  에서 가약이다 ⇔ ∃ ∈      이고 ≡ mod . 이를 증명하라.

는 의 고정된 원이고 함수   →는   로 정의된다고 하자. 그러면 는 환들의 전사 준동형사상이다. 이를 증명하라. 함수 를 수값

준동형사상(evaluation homomorphism)이라 한다.

정수 계수를 갖는 모닉 다항식이  에서 차수 과 인 다항식들의 곱으로 인수분해 되면, 이 다항식은  에서 차수 과 인 모닉 다항식들의 곱으

로 인수분해 될 수 있음을 증명하라.

  는 에서 근을 갖지 않음을 증명하라. 여기서 ∈이고  이다.

 
   

   ⋯  ∈ 라 하자. 가 ∣  ⋯  ∣  ∤이고 ∤인 소수가 존재하면, 는   에서 기약이다. 

이를 증명하라. 
[도움말:   라 놓는다. 그러면 이 결과는 정리 4.5.4에 의하여 기약이다.]

 
  ⋯     

  ⋯  와  
⋯  는  인  에서 다항식이면,  에서,  

 이다. 이를 증명하라. 

중복근이 없는 에서 홀수 차수의 다항식은 홀수 개의 실근을 가짐을 증명하라.


