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           3장  환 
정 의  3.1 .1   

환(ring)이 란  다 음 의  공 리 들 을  만 족 하 는 (보 통  덧 셈 과  곱 셈 으 로  쓰 게  

되 는 ) 두  개 의  연 산 을  갖 는  공 이  아 닌  집 합  을  말 한 다 .

모 든    ∈ 에  대 해 서 ,

  (1) ∈이 고  ∈면 , ∈. [덧 셈 에  대 하 여  닫 힘 ]

3.1 환의 정의와 보기
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  (2)   .         [덧셈의 결합 법칙] 

  (3)   .                [덧셈의 교환 법칙]

  (4) ∃∈        ∀∈. 

                                   [덧 셈 의  항 등 원  또 는  영 원 ] 

  (5) ∀∈, 방 정 식   이  에 서  해 를  갖 는 다 .

  (6) ∈이 고  ∈이 면 , ∈.   [곱 셈 에  대 하 여  닫 힘 ]

  (7)   .                   [곱셈의 결합법칙]

  (8)   이 고      [분 배 법 칙 ]
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정 의  3.1 .2   

가환환(commutative ring)은  다 음 의  공 리 를  만 족 하 는  환  이 다 .

  (9) 임 의 의   ∈에  대 하 여   가  성 립 한 다 .         

                                       [곱셈의 교환법칙]

정 의  3.1 .3   

항등원이 있는 환(ring with identity)은  다 음 의  조 건 을  만 족 하 는  원  

을  포 함 하 는  환  이 다 .

  (10) 모 든  ∈에  대 하 여      가  성 립 한 다 .

                                            [곱 의  항 등 원 ]
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❙보기 3.1.1❙보통의 덧셈과 곱셈을 갖는 정수들 는 항등원이 있는 

가환환이다. ■

❙보기 3.1.2❙류들의 보통의 덧셈과 곱셈을 갖는 집합 은 정리 2.2.3

에 의하여, 항등원이 있는 가환환이다. ■

❙보기 3.1.3❙는 보통의 덧셈과 곱셈을 갖는 짝수 정수들의 집합이

라 하자. 두 짝수 정수들의 합과 곱은 역시 짝수이므로, 닫힘 (공리 (1)

과 (6))이 성립한다. 은 짝수 정수이므로, 는 덧셈의 항등원(공리 (4))

을 갖는다. 가 짝수이면,  의 해()는 역시 짝수이므로 공리 
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(5)가 성립한다. 나머지 공리들(결합성질, 교환성질, 분배성질)은 모든 

의 원들에 대하여 성립한다. 그러므로 는 가환환이다. 그러나 는 

항등원이 있는 환이 아니다. 왜냐하면, 어떤 짝수인 정수 도 모든 

∈에 대하여     인 성질을 갖지 않기 때문이다. ■

❙보기 3.1.4❙ 보통의 덧셈과 곱셈을 갖는 홀수 정수들의 집합은 환이 

아니다. 왜냐하면, 공리 (1)이 성립하지 않는다. 두 홀수 정수의 합은 

홀수가 아니다. ■

보기 3.1.4는 환의 부분집합이 환이 될 필요가 없음을 보여준
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다. 

환 의 부분집합 가 에서의 덧셈과 곱셈에 대하여 자신이 

환일 때, 우리는 를 의 부분환(subring) 이라 말한다. 부분환 

의 영원은 언제나 의 영원 과 같다(유제3.1.5-1).

     공리 2, 3, 7과 8은 환 의 모든 원에 대하여 성립한다. 

그러므로 이 공리들은 반드시 임의의 부분집합 의 원들에 대

하여 성립한다. 그래서 가 부분환임을 증명하기 위해 다음의 

조건들만을 증명할 필요가 있다 :
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 는 덧셈과 곱셈에 대하여 닫혀있고(공리 1과6);

 ∈  (공리 4);

 ∈일 때, 방정식  이  에서 해를 갖는다(공리 5).

사실, 환 의 부분집합 가 의 부분환일 필요충분조건은

(i) 임의의  ∈에 대하여 ∈이고 

(ii) 임의의  ∈에 대하여 ∈이다. 

이 가 부분환임을 증명하기 위해 위의 두 조건들만을 보이면 

된다. 증명은 예제 7.3.5와 유제 7.3.5를 이용하여 쉽게 증명할 

수 있다.     
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❙보기 3.1.5❙ 아래의 표로 정의 되는 덧셈과 곱셈을 갖춘 집합

           

 ㄱ ㄴ ㄷ ㄹ

ㄱ ㄱ ㄴ ㄷ ㄹ

ㄴ ㄴ ㄱ ㄹ ㄷ

ㄷ ㄷ ㄹ ㄱ ㄴ

ㄹ ㄹ ㄷ ㄴ ㄱ 
   

∙ ㄱ ㄴ ㄷ ㄹ 

ㄱ ㄱ ㄱ ㄱ ㄱ 

ㄴ ㄱ ㄱ ㄴ ㄴ 

ㄷ ㄱ ㄱ ㄷ ㄷ 

ㄹ ㄱ ㄱ ㄹ ㄹ 

 ㄱㄴㄷㄹ는 환이다 :

 여러분은 공리 (2), (7)과 (8)이 성립한다는 것을 알 수 있다. 
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원 ㄱ 은, 공리(4)에서 로 표시되는 원인, 덧셈의 항등원이다. 

ㄱ은 수 이 에서와 같은 방법으로 행동 한다(이것이 표시법 

이 공리에서 사용되는 이유다). 그러나 이는 정수 이 아니다 

- 실제로, ㄱ은 어떤 종류의 수도 아니다. 그럼에도 불구하고, 

우리는 ㄱ을 이환 의 “영원”이라 부를 것이다. 공리5를 증명

하기 위하여, 다음의 각 방정식       

              ㄴ ㄱ ㄹ  ㄱㄷ ㄱ ㄱ ㄱ
이 에서 해를 가짐을 보여주어야만 한다. 이것은 덧셈표로부

터 쉽게 보여 진다. 예로써,  ㄴ은 ㄴㄱ의 해 이다. 왜
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냐면, ㄴㄴㄱ이기 때문이다. 는 가환환이 아님에 주목하

라. 예로써 ㄴㄷㄴ 이고 ㄷㄴㄱ이므로, ㄴㄷ≠ㄷㄴ■

보기 3.1.6 은  각  성 분 이  실 수 인  모 든  ×행 렬 들 의  집 합 , 즉  

은  모 든    
 

,

여 기 서     ∈, 꼴 의  배 열 들 로  이 루 어 진 다 고  하 자 . 

의  두  원 이  같 다 는  뜻 을  다 음 과  같 이  정 의 한 다 .

  
 
   
 

⇔            .

예 로 써 ,
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 그 러 나 ,   
 
≠  
 


두  행 렬 의  덧 셈 은  다 음 과  같 이  정 의 한 다 .

  
 
 ′ ′
′ ′   ′ ′

′ ′


예 로 써 ,

  
 

       
 

   
 



두  행 렬 의  곱 셈 은  다 음 과  같 이  정 의 한 다 .
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예 로 써 ,

  
    

 
  ⋅⋅ ⋅
⋅ 

                             
 



행 렬 곱 셈 에 서  인 수 들 의  순 서 를  바 꾸 는  것 은  다 른  답 을  만 들  수  

있 다 .
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  ⋅ ⋅
⋅⋅ ⋅

                            
 



그 러 므 로  이  곱 셈 은  가 환 되 지  않 는 다 . 약 간 의  노 력 으 로 , 여 러 분

은  이  항

등 원 이  있 는  환 임 을  입 증 할  수  있 다 . 영 원 은  행 렬    
 

이 고  

   
 

는  
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의  해 이 다 . 곱 셈 의  항 등 원 (공 리  (10))은  행 렬      
 

이 다 . 예

컨 대 ,

  
    

 
  ⋅⋅ ⋅⋅
⋅⋅ ⋅⋅

                          
 

.

의  영 이  아 닌  두  원 의  곱 이  영 원 이  될  수  없 음 에  주 목 하

추상대수학 3 장  

원광대 수학과 채갑병                                                                     15

라 . 예 로 써 ,

  
    

 
  ⋅ ⋅
⋅ ⋅

                         
 

.■

보기 3.1.7   와  은  각 각  정 수  , 유 리 수  , 복 소

수  와  환  의  성 질 을  갖 고  × 행 렬 들 의  집 합 을  나 타 낸 다

고  하 자 . 보 기  3.1.6에 서 와  같 이  정 의 되 는  덧 셈 과  곱 셈 과  함 께  

  와   (≥ )은  모 두  항 등 원 이  있 는  
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비 가 환 환 이 다 .■
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보기 3.1.8 는  에 서  로 의  모 든  연 속  함 수 들 의  집 합 이 라  하 자 . 미 분 적

분 학 에 서 처 럼 , 와  는  각 각  다 음 과  같 이  정 의 된 다 .

  이 고    

미 분 적 분 학 에 서 , 두  연 속 함 수 의  합 과  곱 이  연 속 이 라 는  것 은  이

미  증 명 되 어  있 다 . 그 래 서  는  덧 셈 과  곱 셈 에  관 하 여  닫 혀 있 다

(공 리  (1)과  (6)). 여 러 분 은  쉽 사 리  가  항 등 원 이  있 는  가 환 환 임

을  입 증 할  수  있 다 . 영 원 은  모 든  ∈에  대 하 여    으 로  

주 어 지 는  함 수  이 다 . 항 등 원 은  모 든  ∈에  대 하 여    

로  주 어 지 는  함 수  이 다 . 다 시  한  번  의  영 이  아 닌  두  원 의  곱
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이  영 원 이  될  수  있 다 (3장  연 습 문 제  1을  보 라 ). ■

정의 3.1.4  
정역(integral domain)은 다음의 공리를 만족하는 항등원 ≠을 갖

는 가환환 이다.

  (11)  ∈이고   이면,    또는   이다.

조건 ≠은 정역들 중에서 영환을 제외시키기 위해서 필요

하다. 공리 (11)은 이것의 대우와 논리적으로 같다.

추상대수학 3 장  

원광대 수학과 채갑병                                                                     19

≠이 고  ≠이 면 , ≠이 다 .

보기 3.1.9 정 수 들 의  환  는  정 역 이 다 . 가  소 수 이 면 , 정 리  2.3.1에  의 하 여   
역 시  정 역 이 다 . ■

여러분은  ∈이고 ≠인 모든 분수 


들로 이루어지는 

유리수들의 집합 를 잘 알고 있을 것이다. 두 분수의 같음, 
덧셈과 곱셈은 보통의 규칙에 의하여 주어진다.

         

 


 iff   , 
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⋅


 


.

가 정역임을 증명하는 것은 쉽다. 그러나 는 에서 성립하

지 않는 특별한 성질을 갖는다.   (≠) 꼴의 모든 방정식

은 에서 해를 갖는다. 그러므로 는 다음 정의의 한 보기다.
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정의 3.1.5  
나눗셈환(division ring)은 다음의 공리를 만족하는 항등원 ≠을 

갖는 환 이다.

  (12) 각 ≠∈에 대해서, 방정식   과   은 에서 

해를 갖는다.

체(field)는 나눗셈가환환을 말한다.
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보기3.1.10 보 통 의  덧 셈 과  곱 셈 을  갖 는  실 수 들 의  집 합  은  체 다 . 의  부 분

집 합 인  유 리 수 들 의  집 합  는  같 은  연 산 을  갖 는  체 다 . 우 리 는  

를  의  부분체(subfield)라  말 한 다 . ■

보기3.1.11 복 소 수 들 의  집 합  는   꼴 의  모 든  수 들 로  이 루 어 진 다 . 여

기 서   ∈이 고   이 다 . 에 서  같 음 은  다 음 과  같 이  정

의 된 다 .

   iff   이 고    

집 합  는  다 음  주 어 진  덧 셈 과  곱 셈 을  갖 는  체 다 .
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실 수 들 의  체  은  의  부 분 체 다 . 왜 냐 하 면 , 은   꼴 의  모

든  복 소 수 들 로  

이 루 어 지 기  때 문 이 다 . ≠∈이 면 , 방 정 식    

     의  해 는   .여 기 서  
 ∈ 이 고

       

 ∈(증 명 하 라 !).■
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보기3.1.12 가  소 수 이 면 , 정 리  2.3.1에  대 하 여 , 는  체 이 다 . ■

❙보기 3.1.13❙ ∈일 때, 는 

  
 

꼴 의  모 든  ×행 렬 들 의  집 합 이 라  하 자 . 여 기 서   ∈이 다 . 

우 리 는   가  체 임 을  주 장 한 다 . 에  속 하 는  임 의 의  두  행 렬 에  

대 하 여 , 
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⋅  
 

   
 



각  경 우 에  오 른 쪽 변 에  있 는  행 렬 은  에  속 한 다 . 왜 냐 하 면 , (위  

오 른 쪽 에 서  아 래  왼 쪽 까 지 ) 주 대 각 선 (main diagonal)을  따 라 서  

있 는  성 분 들 은  서 로 의  음 이 기  때 문 이 다 . 그 러 므 로  는  덧 셈 과  

곱 셈 에  관 하 여  닫 혀 있 다 . 는  가 환 환 이 다 . 왜 냐 하 면 , 
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분 명 히  영 행 렬 과  항 등 행 렬  는  에  속 한 다 .

   
 

면 ,  의  해 는  다 음 과  같 음 을  입 증 하 라 .

   
 

∈, 여 기 서     .                ■

 

비가환 나눗셈환의 예 

웨더번(Wedderburn)의 유명한 정리는 모든 유한 나눗셈환은 

체임을 보여주기 때문에 이 보기는 반드시 무한집합이다.
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보기3.1.14 환  에 서 ,

    
 
 i    

 
 j    

 
 k    

 

라  하 자 . 실 수 와  행 렬 의  곱 은  다 음  규 칙 으 로  주 어 지 는  행 렬 이 다 .

  
 

   
 



집 합  는  다 음 과  같 은  꼴 의  모 든  행 렬 들 로  이 루 어 진 다 고  하 자 .

ijk   
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여 기 서     ∈이 다 . 이 때  를  실 사 원 수 들 의  집 합 이 라 고  

한 다 . 그 러 면  행 렬 들 의  보 통 의  덧 셈 과  곱 셈 에 서 , 는  비 가 환  나

눗 셈 환 이 다 . 상 세 한  내 용 에  대 하 여  3장  연 습 문 제  3을  보 라 .

■
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보기3.1.15 는  카 테 시 언 곱   ×라  하 자 . 에 서  덧 셈 은  다 음  규 칙 으 로  

정 의 한 다 .

 ′ ′ ′ ′
여 기 서  “” 기 호 는  세  가 지  방 법 으 로  사 용 되 고  있 다 . 등 호 의  오

른 쪽  변 에  있 는  첫 째  좌 표 에 서  는  에 서  덧 셈 을  나 타 내 고 , 

둘 째  좌 표 에 서  는  에 서  덧 셈 을  나 타 내 고 , 등 호 의  왼 쪽 변 에  

있 는  는  정 의 되 고  있 는  의  덧 셈 이 다 . 는  환 이 고  

 ′ ∈이 므 로 , 오 른 쪽 변 의  첫 째 좌 표  ′는  에  속 한 다 . 

비 슷 하 게  ′∈이 다 . 그 러 므 로  에 서  덧 셈 은  닫 혀 있 다 . 곱 셈

추상대수학 3 장  

원광대 수학과 채갑병                                                                     30

은  비 슷 하 게  정 의 된 다 . 

 ′ ′  ′ ′
예 로 써 , 

        

이 고

   ⋅ ⋅   .

여 러 분 은  손 쉽 게  가  항 등 원 이  있 는  가 환 환 임 을  증 명 할  수  있

다 . 영 원 은   이 고  곱 의  항 등 원 은   이 다 . 여 기 에 서  다

루 어 진  방 법 은  임 의 의  두  환 이  주 어 졌 을  때 도  똑 같 이  일 반 적 으
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로  적 용  될  수  있 다 . 다 음 의  정 리 를  보 자 .  ■

정리 3.1.6  
과 는 환이라 하자. 카테시언곱(Cartesian product) ×에서 덧셈

과 곱셈을 다음과 같이 정의한다.

 ′ ′ ′ ′, 
 ′ ′ ′ ′

그러면 ×는 환이다. 과 가 모두 가환환이면, ×역시 가환환

이다. 과 가 각각 항등원을 가지면, × 역시 항등원을 갖는다.
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예 제  3 .1 .1 다음의 각 명제가 참인지 거짓인지를 각각 T, F로 나타내

라.

(1) 모든 체는 역시 환이다.

(2) 모든 환은 항등원을 갖는다.

(3) 어떤 체의 부분집합은 주어진 체의 두 연산에 대하여 환이

지만 체가 아닐 수 있다.

(4) 환에 대한 분배법칙은 그리 중요하지 않다. 

      [풀이] (1) T (3) F 

(3) T (4) F ■
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 유제❙3.1.1 다음의 각 명제가 참인지 거짓인지를 각각 T, F로 나타내라.

(1) 체에서 곱셈은 가환한다.

(2) 체의 영 아닌 원들은 그 체에 있는 곱셈에 대하여 군을 이

룬다.

(3) 모든 환에서 덧셈은 가환한다.

(4) 환에서 모든 원은 덧셈에 대한 역을 갖는다. 
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부분환의 정의 및 95~96쪽의 부

분환임을 증명하는데 필요한 조건

들을 다시 확인하고 보기 3.1.6을 

참고한다.

Tip
예 제  3 .1 .2    

 
 ∈는 의 부분

환인가? 항등원을 갖는가? 

      [풀이] 임 의 로    
 
   
 

∈를  택 하 자 . 

그 러 면

  
 
  
 
   
 

,   
    

 
   
 


∈. 그 래 서   ∈이 므 로 ,   
 
  
 

∈이 고  
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∈. 더 욱 이    

 
∈이 고    

 
은  의  영 원

이 다 . 또 한  임 의 의    
 

∈에  대 하 여    
 

∈은  

  
 
   

 
의  해 이 다 . 그 러 므 로  는  의  부 분 환 이

다 . 여 기 서  한 편 ,   
 
∉이 므 로  는  항 등 원 이  없 다 . 따 라 서  

는  항 등 원 이  없 는  의  부 분 환 이 다 . ■

 유제❙3.1.2 다음의 두 개의 집합들 중 어느 것이 의 부분환인가? 어
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부분환의 정리 및 95~96쪽의 부

분환임을 증명하는데 필요한 조건

과 정리 3.1.6을 확인한다.

Tip

느 것이 항등원을 갖는가?

(1)   
 

 꼴의 모든 행렬들, 여기서  ∈.

(2)   
 

 꼴의 모든 행렬들, 여기서 ∈.

예 제  3 .1 .3 과 는 환이라 하자. 부분집합 

    ∈은 ×의 부분환임을 보

여라. 

      [풀이] 임 의 로     ∈를  택 한 다 . 그 러 면
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     ∈ 

 ⋅    ∈ .

분 명 히   ∈이 고   는  ×의  영 원 이 다 . 한 편  임

의 의   ∈에  대 하 여 ,  ∈는   

 , 의  해 이 다 . 따 라 서  는  ×의  부 분 환 이 다 . ■
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유 제 ❙ 부분집합     ∈은 ×의 부분환임을 보여라. 

유 제 ❙ 은 환이라 하자. ∗    ∈은 ×의 부분환임

을 증명하라. 

유 제 ❙  는 집합    ∈를 나타내자.  는 의 부분

환임을 증명하라. 

예 제  3 .1 .4     , 는 의 모든 부분집합들의 집합이고 
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의 원들을 다음과 같이 나타내자.

               ,

         ∅

에서 덧셈과 곱셈은 다음 규칙으로 정의한다.

 ∪이 고  ∩

 에 대한 덧셈과 곱셈표를 만들어라.

      [풀이]
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+ 0 S A B C D E F
0 0 S A B C D E F
S S 0 F E D C B A
A A F 0 D E B C S
B B E D 0 F A S C
C C D E F 0 S A B
D D C B A S 0 F E
E E B C S A F 0 D
F F A S C B E D 0
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∙ 0 S A B C D E F

0 0 0 0 0 0 0 0 0

S 0 S A B C D E F

A 0 A A 0 0 A A 0

B 0 B 0 B 0 B 0 B

C 0 C 0 0 C 0 C C

D 0 D A B 0 D A B

E 0 E A 0 C A E C

F 0 F 0 B C B C F

  

                                                       ■
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정의 3.1.1과 3.1.2와 3.1.3을 확인

한다.

Tip

 유제❙3.1.4 다음 각각에 대한 덧셈과 곱셈표를 만들어라.

(1)  × (2)  × 

예 제  3 .1 .5 는 보통의 덧셈을 갖는 짝수 정수들의 

집합이라 하자. 에서 새로운 곱셈 ∗

를 규칙 “∗  


”로 정의한다. 여

기서 오른쪽 변의 곱은 보통의 곱셈이다. 이 연산에서 는 항

등원이 있는 가환환임을 증명하라.

      [풀이] 는  분 명 히  환 의  조 건  (1) ~ (5)를  만 족 한 다 . 임 의 로  
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 ∈를  택 하 자 . 그 러 면  ∗  
∈ (∵  이 므 로 , 



는  짝 수 )이 다 . 그 래 서  는  “∗” 관 해 서  결 합  성 질 을  만 족 한 다 . 

한 편  임 의 의   ∈에  대 하 여 , 

∗  


 


 ∗ 

그 러 므 로  는  “∗”에  관 하 여  가 환 적 이 다 . 이 제  임 의 로  

  ∈를  택 하 자 . 

그 러 면  
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∗ 





 






 ∗∗ 

그 래 서  는  분 배 성 질 을  만 족 한 다 . 마 지 막 으 로  항 등 원  ∈가  
존 재 한 다 고  가

정 하 자 . 그 러 면  임 의 의  ∈에  대 하 여 , ∗  

 이 다 . 

그 러 므 로  
  ∈이 다 . 따 라 서    ∗는  항 등 원  를  갖 는  가 환 환
이 다 . ■

유 제 ❙ 에서 새로운 덧셈 ⊕과 곱셈 ⊙을 ⊕ 과 ⊙ 
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로 정의한다. 여기서 각 등호의 오른쪽 변에 있는 연

산들은 보통의 덧셈, 뺄셈과 곱셈이다. 이 연산들에서 는 정

역임을 증명하라.

유 제 ❙ 에서 새로운 덧셈과 곱셈을 ⊕  과 

⊙  로 정의한다. 이 연산들에서 는 정역임

을 증명하라.

유 제 ❙ 에서 새로운 덧셈과 곱셈을 ⊕  이고 

⊙  로 정의한다. 이 연산들에서 는 항등원이 
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있는 가환환임을 증명하라. 는 정역인가?
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3.2 환의 기본성질  47

정리 3.2.1  
환 의 임의의 원 에 대하여, 방정식  은 꼭하나의 해를 갖

는다.

[증명] 공 리  5에  의 하 여 , 방 정 식   은  적 어 도  하 나 의  해  를  

갖 는 다 . 가  역 시  하 나 의  해 라  가 정 하 자 . 그 러 면   이 고  

 이 다 . 그 래 서  

3.2    환의 기본성질
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가  성 립 한 다 . 따 라 서  는  꼭 하 나 의  해 다 . ■

 는     인 의 꼭 하나의 해이다.

      환에서, 이 정의는 한 원의 음의 개념과 일치한다. 더 중

요한 것은, 이것은 임의의 환에서 “음”에 대한 의미를 제공한

다.

❙보기 3.2.1❙환 에서 방정식  의 해는 이다. 그래서 이 환
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3.2 환의 기본성질  49

에서  이다. 비슷하게, 에서  이다. 왜냐하면, 는 

 의 해이기 때문이다.                         ■

이제 환에서 뺄셈은 다음의 규칙으로 정의된다.

  .

와 다른 잘 알고 있는 환에서, 이것은 바로 보통의 뺄셈이다. 

다른 환에서 우리는 새로운 연산을 갖는다.

보기 3.2.2 에 서        . ■
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정리 3.2.2  
환 에서   이면,   이다. 

[증명]   의  양 변 에  를  더 한 다 . 그 러 면

 

           [덧 셈 의  결 합 성 질 ]

                       [음 의  정 의 ]

따 라 서    .                     [항 등 원 의  정 의 ]       ■

추상대수학 3 장  

원광대 수학과 채갑병                                                                     51

3.2 환의 기본성질  51

정 리  3.2 .3   

와  는  환  의  임 의 의  원 이 라  하 자 .

  (1) ⋅    ⋅. 

  (2)    .

  (3)   .             (4)   .

  (5)  .       (6)   .

이  항 등 원 을  가 지 면 ,

  (7)  .
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[증명] (1)     이 므 로  분 배 법 칙 에  의 하 여 ,

   ⋅⋅     ⋅  ⋅.

이  방 정 식 의  첫  번 째 와  마 지 막  부 분 에  정 리  3.2.2를  적 용 하 면 , 

⋅  을  얻 는 다 . ⋅ 의  증 명 도  비 슷 하 다 .

(2) 정 의 에  의 하 여 , 는  방 정 식   의  꼭 하 나 (unique)

의  해 다 . 그 래 서  이  방 정 식 의  임 의 의  다 른  해 는  와  같 아 야  

한 다 . 그 런 데   는  해 다 . 왜 냐 하 면 , 분 배 법 칙 의  (1)에  의

하 여 , 
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3.2 환의 기본성질  53

   그 러 므 로   이 다 . 다 른  부 분 도  비 슷 하 게  증 명 된 다 .

(3) 정 의 에  의 하 여 , 는   의  꼭 하 나 의  해 다 . 

  이 므 로 , 는  이  방 정 식 의  해 다 . 따 라 서  유 일 성 에  

의 하 여 ,   .

(4) 정 의 에  의 하 여 , 는   의  꼭 하 나 의  해 다 . 

한 편 , 

    

 

   .
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그 래 서  , 역 시  이  방 정 식 의  해 다 . 따 라 서  유 일 성 에  

의 하 여 ,   .

(5) 뺄 셈 의  정 의  (4)와  (3)에  의 하 여 ,

   

(6) (3)과  (2)의  반 복 되 는  사 용 에  의 하 여 ,

     

(7) (2)에  의 하 여 ,    . ■

보통 계산을 할 때, 지수표시법(exponent notation)은, 이와 비
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3.2 환의 기본성질  55

슷한 덧셈의 지수표시법(예컨대,   )처럼 명확하게 편

리하다. 이제 우리는 임의의 환에 대하여 이러한 개념들을 수

행한다.

은 환, ∈이고 는 양의 정수라 하자. 우리는 을 다음과 

같이 정의한다.

  ⋯  [ 인수]. 

그러면 임의의 ∈와 양의 정수 과 에 대하여,

  이고   
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임 을  증 명 하 는  것 은  쉽 다 . 이  항 등 원 을  갖 고  ≠라  하 자 . 우 리 는  

을  원  이  되 도 록  정 의 한 다 . 이  경 우 에  위 의  지 수 법 칙 은  모 든  

 ≥ 에  대 하 여  성 립 한 다 .

은 환, ∈이고 은 양의 정수라 하자. 그러면 다음을 정의 

할 수 있다.

    ⋯  [합],
  ⋯ [합].

 
     마 지 막 으 로  우 리 는    로  정 의 한 다 . 잘  알 고  있 는  환 에 서  
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3.2 환의 기본성질  57

이 것 은  전 혀  새 로 운  것 이  아 니 지 만 , 다 른  환 에 서  이 것 은  정 수  과  환

의  원  의  ‘곱 ’에  의 미 를  준 다 .

보기 3.2.3 은  환 이 고   ∈라  하 자 . 그 러 면

  

 

        

  

여 기 에 서  주 의 하 라 . ≠이 면 , 여 러 분 은  가 운 데  항 (term)들
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을  결 합 할  수  없 다 . 그 러 나  이  가 환 환 이 면    이 다 . 그 래

서  우 리 는  잘  알 고  있 는  패 턴 을  갖 는 다 .

   

  

  

가 환 환 에 서   인  의  계 산 에  대 하 여 , 0.5절 에  있 는  이

항 정 리 (Binomial Theorem)를  보 라 . ■

추상대수학 3 장  

원광대 수학과 채갑병                                                                     59

3.2 환의 기본성질  59

정리 3.2.4  
은 환이고  ∈라 하자. 그러면 방정식  는 꼭하나의 해 

 를 갖는다.

[증명]       

      

그 러 면    는  주 어 진  방 정 식 의  해 이 다 . 이 제  가  임 의 의  다

른  해 라  하 자 . 그 러 면     이 다 . 그 래 서 , 정 리  

3.2.2에  의 하 여 ,  . 따 라 서   는  유 일 한  해 다 .■
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환에서 곱셈의 방정식(multiplicative equation)   는 해를 

갖지 않을 수 있다. 

예컨대,   은 에서 해를 갖지 않는다. 

가 나눗셈환(division ring) 의 영이 아닌 원이면, 공리 (12)에 

의하여 방정식   은 해 를 갖고 방정식   는 해 

를 갖는다.   이고   인 사실을 사용하여, 우리는     

                    

임을 알게 된다. 그래서 나눗셈환의 각 영이 아닌 원 에 대하

여,     인 원 가 존재한다. 우리는 이러한 상태를 설

명하기 위하여 몇 가지 용어(terminology)가 필요하다.
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3.2 환의 기본성질  61

정의 3.2.5  
항 등 원 이  있 는  환  의  원  가  단 원 (un it)일  필 요 충 분 조 건 은 ∈
가  존 재 하 여  ∃   이 다 . 이  경 우 에  원  를  의  (곱 셈 의 )

역 (in ve rse )이 라  하 고  로  쓰 게  된 다 .

 단원의 역에 대한 표시법은 실수에서 일반적 지수표시법의 모

양으로 나타내진다. 실수에서는   다. 위에서 알게 되었

듯이 나눗셈환의 모든 영이 아닌 원은 단원이다. 더욱이 다른 

환에서도 단원들이 존재한다.
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보기 3.2.4 에 서  원  은  단 원 이 다 . 왜 냐 하 면 , ⋅   ⋅이 기  때 문

이 다 . 이  경 우 에    이 고    이 다 . 더  일 반 적 으 로 , 따 름

정 리  2.3.1에  의 하 여 , 

          가  에 서  단 원 이 다  ⇔ 에 서    .■
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3.2 환의 기본성질  63

보기 3.2.5 에 서  단 원 은  과  뿐 이 다 (왜 ?). 그 러 나  비 가 환 환  에 서  

많 은  단 원 이  있 다 . 예 컨 대 ,

  
    

 
   
 
   
    

 
 

그 래 서    
 

는  단 원 이 다 . 행 렬  환 에 서  단 원 을  가역행렬

(invertible matrix)이 라  한 다 . ■
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정리 3.2.6  
은 항등원이 있는 환이고,  ∈라 하자. 가 단원이면, 각 방정식 

  와   는 에서 꼭하나의 해를 갖는다.

[증명]는  단 원 이 므 로 , ∈이 고       
 이 다 . 그 러 면  

          

가  성 립 한 다 . 그 래 서     는    의  해 이 다 .  가  이  방

정 식 의  다 른  해 라  하 자 . 그 러 면    이 고  
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3.2 환의 기본성질  65

그 러 므 로    는  유 일 한  해 이 다 . 비 슷 한  방 법 으 로 , 우 리 는  

  가    의  꼭 하 나 의  해 임 을  보 일  수  있 다 . ■

각 방정식은 꼭하나의 해를 갖는다. 그러나 비가환환에서 

  의 해가   의 해와 같지 않을 수 있다. 

가끔 에서 계산을 할 때 소거(≠이고   면   )를 사

용한다. 그러나 소거가 모든 환에서 허용되지는 않는다. 예컨대, 

에서 ⋅ ⋅이지만 ≠이다. 는 정역이고 는 

정역이 아닌 것이 차이점이다.
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정리 3.2.7  
은 항등원이 있는 가환환이라 하자. 그러면 이 정역일 필요충분조

건은 에서   일 때 ≠이면   이다.

[증명] (⇒) : 이  정 역 , ≠이 고  에 서    라  가 정 하 자 . 그 러

면    이 다 . 또 한    이  성 립 한 다 . ≠이

고  은  정 역 이 므 로 , 공 리  (11)에  의 하 여     , 즉    이

다 .

(⇐) : 소 거  성 질 이  에 서  성 립 한 다 고  가 정 하 자 . 이  정 역 임 을  증

명 하 기  위 하 여 , 우 리 는  공 리  11이  성 립 하 는  것 만 을  증 명 할  필 요   
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3.2 환의 기본성질  67

   가  있 다 .   라  가 정 하 자 . 

       이 면  증 명 이  끝 난 다 . 그 러 므 로  ≠이 라  하 면  

                이므로 소거법칙에 의해   이다. 따

             라서    또는   . 따라서 은 정역이다.  ■
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따름정리 3.2.7  
모든 체 은 정역이다.

[증명] 모 든  체 는  항 등 원 이  있 는  가 환 환 이 다 . 임 의 의    ∈에  대

하 여    이 고  ≠라  가 정 하 자 . 그 러 면  는  단 원 이 다 . 그 래

서  ∈이  존 재 하 여        
이  성 립 한 다 .  

  의  양 변 에  를  곱 하 면 ,   이 다 . 따 라 서  정 리  3.2.7에  

대 하 여 , 은  정 역 이 다 . ■

일반적으로, 따름정리 3.2.7의 역은 성립하지 않는다(는 정역
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3.2 환의 기본성질  69

이지만 체가 아니다). 그러나 유한인 경우에는 성립한다. 

 

정리 3.2.8  * 1998년도 임용고시 문제

모든 유한 정역 은 체이다.

[증명] 은  항 등 원 이  있 는  가 환 환  이 므 로 , 우 리 는 , 각  ≠∈에  

대 하 여 , 방 정 식    이  해 를  가 짐 을  보 이 면  된 다 .

    ⋯ 은  의  서 로  다 른  원 이 라  하 고  ≠라  가 정 하 자 .  

 이  해 를  가 짐 을  보 이 기  위 하 여     ⋯ 
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을  생 각 한 다 .  ≠이 면 ,  ≠(왜 냐 하 면    라 면 , 소

거  성 질 에  의 하 여 ,   이 기  때 문 이 다 ). 그 래 서  

   ⋯ 은  의  개 의  서 로  다 른  원 이 다 . 그 러 나  

은  모 두  꼭  개 의  원 을  갖 는 다 . 그 러 므 로  ∈{  

 ⋯  }이 다 . 따 라 서  적 당 한  가  존 재 하 여     이 다 . 

그 러 므 로  방 정 식     은  해 를  갖 는 다 . 따 라 서  은  체 이 다 .

■

우리는 약간의 편리한 용어를 소개하고 이 장을 끝낸다.
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3.2 환의 기본성질  71

 정 의  3.2 .9  

가 환 환  의  영 이  아 닌  원  가  있 다  하 자 . 영 이  아 닌  원 소  ∈
가  존 재 하 여    이 면  를  영 인 자 (ze ro  d iv iso r)라  한 다 .   

예로써, 은 에서 영인수이다. 왜냐하면, ⋅ 이기 때문이

다. 은 영인자가 아님에 주의하라. 정역은 영인자를 소유하지 

않는 영환이 아닌, 항등원이 있는 가환환이다. 어떠한 단원도 

영인자가 아니다(예제 3.2.3).  그러나 영인자가 아닌 원이 단원

일 필요는 없다(예컨대, 는 에서 영인자도 단원도 아니다).
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그림 3.2.1은 환들 사이의 관계를 나타낸다.

                                                                     

                                            항등원이

     가환환       정역   체                 있는 환

                       

                                                                  환  

그림 3.2.1

                                                                  

                                            

                           

                       

                                                                    

항등원이 

있는 환 
모든 원이 역원이 있는 환

나눗셈 환체
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3.2 환의 기본성질  73

예 제  3 .2 .1  환  의  원  가    을  만 족 하 면  멱 등 원 (idem potent 

e lem ent)이 라  한 다 . 

(1) 환 에 속하는 멱등원 4개만 구하라(4개 이상 있다).

(2) 에 속하는 모든 멱등원을 구하라. 

      [풀이] (1)   
 

∈이  멱 등 원 이 라  하 자 . 그 러 면

  
    

 
    

 
   
 

.

   그 래 서  
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            … ①

    … ②

    … ③

   … ④

   식  ①, ②, ③, ④를  연 립 하 여     를  구 하 면 ,

                           

   

   따 라 서  의  4개 의  멱 등 원 은
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3.2 환의 기본성질  75

  
 
   
 
   
 
   
 


(2)   가  되 는  ∈를  구 하 면       . 따 라 서  

의  멱 등 원 은     . ■

유 제 ❙ 을 실함수의 집합이라고 하고  ∈에서 모든 실수 에 

대해서 

   ⋅ 

로 덧셈과 곱셈을 정의한다.
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멱등원의 정의와 정리 3.2.7을 확

인한다.

Tip

(1)   ⋅은 환이 됨을 보여라

(2) 에서 모든 멱등원을 구하여라.

유 제 ❙        →  는 연속함수, 에서의 연산  ⋅

은 유제 3.2.1-1과 같다. 에서의 멱등원을 구하여라.

 예제❙3.2.2 정역에 속하는 멱등원은 과 뿐임을 증명

하라. 

      [풀이] 는  이  아 닌  정 역  의  멱 등 원 이 라  하 자 . 그 러 면
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3.2 환의 기본성질  77
정의 3.2.5와 3.2.9를 확인한다.

Tip

    ⋅.

그 러 므 로    이 다 . 따 라 서  멱 등 원 은  과  뿐 이 다 . ■

유 제 ❙ 는 환 의 멱등원이고 ∈라 하자.

  임을 증명하라.

유 제 ❙ 은 을 갖는 환이고, 을 멱등원이라 하자.

(1) 도 멱등원이다.

(2)  또는 은 영인수이다.
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예 제  3 .2 .3  가 환 환 의  단 원 은  영 인 수 가  될  수  없 음 을  증 명 하 라 .

      [풀이] 은  가 환 환 이 고  ∈는  임 의 의  단 원 이 라  하 자 . 가  

영 인 수 라  가 정 하 자 . 그 러 면  ≠∈가  존 재 하 여     이

다 .  는  단 원 이 므 로  ∈이  존 재 하 여      이 다 . 그

래 서     이 다 . 그 런 데        이

므 로     이  된 다 .  이 것 은  ≠라 는  사 실 에  모 순 이 다 . 따

라 서  는  영 인 자 가  아 니 다 .              ■

유 제 ❙ 은 항등원이 있는 가환환이고 ∈라 하자.   이고 
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3.2 환의 기본성질  79

≠±이면, 과 은 영인수임을 증명하라.

유 제 ❙ 은 가환환이고 ∈라 하자. ≠이고 는 영인수가 아

니라 가정하자. 에서   이면,   임을 증명하라. 

예 제  3 .2 .4  환 의  원  가   적 당 한  양 의  정 수  이  존 재 하 여     을  

만 족 하 면  멱 영 원 (n ilpo tent e lem ent)이 라  한 다 . 이  아 닌  멱 영 원 이  환  

에  존 재 하 지  않 을  필 요 충 분 조 건 은  방 정 식    의  이  아 닌  해 가  

존 재 하 지  않 는  것 이 다 . 이 를  증 명 하 라 . 
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      [풀이] (⇒) : 의  이  아 닌  원 소  ∈는  멱 영 원 이  아 니 라 는   

    것 이 므 로  모 든  에  대 하 여  ≠이  아 니 다 . 따 라 서  

             일 때, 즉, 방정식   의 영이 아닌 해는 

            존재하지 않는다. 따라서   의 해는 뿐이다. 

(⇐) : 필 요 조 건 이  성 립 하 고  충 분 조 건 이  성 립 하 지  않 는 다 고  

            가정하자. 영이 아닌 한 원소 ∈가 있어 자연수 가 

              를 만족하는 가장 작은 수라 하자. 즉, ≠

              이다. 만약   이면   이고 이 말은 가 

              의 근 이라는 뜻이므로   이다. 그러므
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3.2 환의 기본성질  81

            로   이다. 
             가 짝수일 때, 

                             

            이 되므로 가정에 의해   이다.   이므

            로 ≠,   이라는 것에 모순이다. 
             가 홀수일 때, 

                  ∙ 
∙    

            이 되므로 가정에 의해   이다. 

               이므로 ≠,   이라는 것에 모
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             순이다.                                 

                                                          ■

유 제 ❙ 은 을 갖는 가환환이고 ∈은 멱영원이라 하자. 다음을 

증명하여라.

(1) 은 단원이다.

(2) 가 멱영원, 가 단원이면 도 단원이다.

유 제 ❙  ×에서 단원, 영인수, 멱등원, 멱영원을 모두 구하여라.
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3.2 환의 기본성질  83

예 제  3 .2 .5  은 항등원이 있는 환이고 ∈라 하자.   이면, 

과 은 단원임을 증명하라. 

      [풀이]   이 므 로  

           
     이 다 .

      이  되 므 로  과  

은  단 원 이 다 .                                          ■
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 ( i) 임의의 ∈에 대하여, ≠ 따라서 의 표수는 이

다.

(ii) 분명히 에서 은   인 최소의 양의 정수이다. 그러므

로 의 표수는 이다.

  (iii)  ×의 표수가 이라 하자. 

그러면       .                       (*)

그런데 (ii)에 의하여, 와 의 표수는 각각 와 이다. 그러

므로, (*)가 성립하려면, 은 와 의 최소공배수이다. 따라서 

 는  ×의 표수이다.
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3.2 환의 기본성질  85

 유제❙3.2.5 은 표수  의 항등원이 있는 환이라 한다.

(1) 모든 ∈에 대하여   임을 증명하라.

(2) 이 정역이면 은 소수임을 증명하라.

예 제  3 .2 .7  다 음  각  명 제 가  참  또 는  거 짓 인 지 를  말 하 라 .

(1) 항등원이 있는 환은 적어도 두 개의 단원을 갖는다.

(2) 이 소수가 아니면, 는 영인수를 갖는다.

(3) 모든 체는 정역이다.

[풀이] (1) F (2) F     (3) T ■
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 유제❙3.2.7 다음 각 명제가 참 또는 거짓인지를 말하라.

(1) 항등원이 있는 모든 환은 많아야 두 개의 단원을 갖는다.

(2) 두 정역의 직곱은 다시 정역이다.

(3) 는 의 부분정역이다.

(4) 는 의 부분체이다.
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❙보기 3.3.1❙   의 부분집합       을 생각하자. 의 

덧셈과 곱셈표로부터 알 수 있듯이, 는 가환환이다:

      

+ 0 6 2 8 4
0 0 6 2 8 4
6 6 2 8 4 0
2 2 8 4 0 6
8 8 4 0 6 2
4 4 0 6 2 8

       

∙ 0 6 2 8 4
0 0 0 0 0 0
6 0 6 2 8 4
2 0 2 4 6 8
8 0 8 6 4 2
4 0 4 8 2 6

3.3 동형사상
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이 표들을 신중하게 조사하게 되면, 는 5개의 원을 갖는 체이고 곱셈

의 항등원은 6임을 알게 된다.                                ■ 

우리는 가 이 원소들의 표시를 제외하고 체 와 “본질적으로 

같다 ”는 것을 알 수 있다. 에 대한 덧셈과 곱셈표를 만들어

라. 의 원들과 어떠한 가능한 혼돈도 피하기 위하여, 의 원

들을     로 나타낸다. 다음에 계획(Scheme)에 따라서 

의 원들에 다음과 같이 다시 이름을 붙인다 :

  은 으로, 은 으로, 는 로, 은 로, 는 로 붙인다.  
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    “과 가 동형이다”는 직관적인 생각에 두 가지 관점이 있

다 : 다시 이름을 붙이고 표들을 비교하는 것. 다시 이름을 붙

이는 것은 의 모든 원들이 의 꼭 하나의 원 (의 새로 붙여

진 이름)과 짝지어짐을 의미한다. 다른 말로 하면, 각 ∈에 

이것의 새로 붙여진 이름 ∈을 할당하는 함수   →가 

존재한다. 위의 보기에서, 우리는 다음과 같이 주어지는 이름을 

다시 붙이는 함수    → 를 사용하였다 :

              .

이와 같은 함수는 다음의 특별한 성질들을 가져야만 한다.
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( i) 의 다른 원들은 다른 새로 붙여진 이름을 얻어야만 한다.

에 서  ≠ ′이 면 , 에 서  ≠ ′.
(ii) 의 각 원은 의 어떤 원의 붙여진 이름이어야만 한다.

∀∈  ∃∈    
명제 (i)과 (ii)는 간단히 함수 가 단사(injective)이고 동시에 전

사(surjective)이어야만 한다. 즉 는 전단사 함수(bijection)이어야

만 한다고 말한다.

그러나 전단사 함수(다시 이름을 붙이는 계획) 는, 의 표들이 

가 적용될때 의 표들이 되지 않는 한, 동형사상
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(isomorphism)이 아닐 것이다. 이 경우에, 에서   면, 

과 S의 표들은 다음과 같이 보여야만 한다 :

                

   
  

     

    
   

       

표는   임을 보여준다. 그러나 와 는 의 

같은 원이다. 그래서   이 된다. 그러므로 

  

이것은 가 의 덧셈표를 의 덧셈표로 바꾸기 위하여 만족해
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야만 하는 조건이다. 곱셈표들에 대하여 에 대한 비슷한 조건

은  이다. 이제 우리는 동형사상에 대한 공식적

인 정의를 말할 수 있다.
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정의 3.3.1  
 집합 과  가 환이라 하자. 함수    →  가 존재하여 다음을 만

족하면 환 이 환 와 동형이라고 하고 ≅로 쓴다.

  ( i) 는 단사

  (ii) 는 전사

  (iii)   이고   ∀ ∈
이 경우에, 함수 를 동형사상(isomorphism)이라 한다. 조건 (iii)을 만

족하지만 단사 또는 전사일 필요가 없는 함수를 준동형사상

(homomorphism)이라 한다.
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주목 동 형 사 상 이 기  위 하 여 , 함 수 는  정 의  3.3.1에  있 는  세  가 지  모 든  조

건 을  만 족 해 야 만  한 다 . 함 수 가  세  조 건 들  중 의  임 의 의  두  조 건 을  

만 족 하 지 만 , 나 머 지 를  만 족 하 지  않 을  수  있 다 . 3장  연 습 문 제  12를  

보 라 .

주목 정 의  3.3.1에 서  조 건  (3)은  틀 림 없 이  기 호 들 의  교 묘 한  처 리

(maniqulation)가  아 니 다 .   로  주 어 진  함 수     → 

와  같 은 , 많 은  함 수 들 은  간 단 히  준 동 형 사 상 이  아 니 다 . 는  조 건  (3)

을  만 족 하 지  않 는 다 . 왜 냐 하 면 , 예 로 써 ,

    이 지 만      이 고 ,
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⋅    이 지 만    ⋅ 이 다 .

보기 3.3.2 보 기  3.1.13에 서 , 우 리 는    
 

 꼴 의  모 든  × 행 렬 들 의  체  

를  생 각 하 였 다 . 여 기 서   ∈이 다 . 우 리 는  가  복 소 수 들 의  
체  와  동 형 임 을  주 장 한 다 . 이 것 을  증 명 하 기  위 하 여 , 함 수  

   →를  규 칙     
 

 로  정 의 한

다 . 가  단 사 임 을  보 이 기  위 하 여     
 

    
이 라  가 정

하 자 . 그 러 면  
의  정 의 에  의 하 여 , 에 서    이 다 . 에 서  같 음 의  법
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칙 에  의 하 여 ,   이 고    이 다 . 그 래 서  에 서  

  
 

    


그 러 므 로  는  단 사 이 다 . 분 명 히 , 임 의 의  복 소 수  에  대 하 여

  
 

∈이 고     
 

 

그 러 므 로  는  전 사 이 다 . 마 지 막 으 로 , 임 의 의   ∈에  대 하

여  우 리 는   이 고    임

을  보 여 야 만  한 다 .
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그 러 므 로  는  동 형 사 상 이 다 . 따 라 서  ≅  ■

보기 3.3.3    → 는    로  주 어 지 는  복 소 수 의  켤레사상

(conjugation mapping)이 라  하 자 . 그 러 면
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그 래 서  는  준 동 형 사 상 이 다 . 여 러 분 은  쉽 게  가  전 단 사 임 을  보

여 줄  수  있 다 (3장 의  연 습 문 제  13). 따 라 서  는  동 형 사 상 이 다 .

■
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정리 3.3.2  
   →는 환들의 준동형사상이라 하자. 그러면

  (1)   .

  (2)   ∀ ∈.

과  가 항등원을 갖고 가 동형사상이면,

  (3)   .

[증명] (1) 는  준 동 형 사 상 이 고  에 서     이 므 로 , 에 서  
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   양 쪽  끝 에 서  을  빼 면 ,   .

(2)                     .

   그 래 서  는   의  해 이 다 . 정 리  3.2.1에  의 하 여 , 

이  방 정 식 의  유 일 한  해 는  이 다 . 따 라 서  유 일 성 에  의 하 여 , 

 이 다 .

(3) 는  전 사 이 므 로  ∈이  존 재 하 여     이 다 .  따 라 서  

    ⋅         ■
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보기 3.3.4 에 서  환   ×로 의  동 형 사 상  가  존 재 한 다 고  가 정 하 자 . 그

러 면  정 리  3.3.2에  의 하 여 ,    이 고  는  준 동 형 사 상 이

므 로 , 는  다 음 을  만 족  해 야 만  한 다 .

           ,

           ,

           .

이  방 법 을  계 속 하 는  것 은  가  동 형 사 상 이 면 , 는  다 음 과  같 은  

전 단 사 함 수 임 을  보 여 준 다 .

                ,
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                , 

               .

여 기 까 지 에  이 르 러  우 리 가  보 여 주 었 던  모 든  것 은  이  전 단 사 함

수  가  유 일 한  가 능 한  동 형 사 상 이 다 . 이  가  실 제 로  동 형 사 상 임

을  보 이 기  위 하 여 , 우 리 는  이 것 이  준 동 형 사 상 임 을  입 증 해 야  한

다 . 이 것 은  (지 루 한 ) 덧 셈 과  곱 셈 표 를  만 들 거 나  또 는  의  규 칙 이  

다 음 의  방 법

   

으 로  설 명 될  수  있 음 을  관 찰 함 으 로 써  입 증 될  수  있 다 . 여 기 서  
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는  에  속 하 는  정 수  의  합 동 류 를  나 타 내 고 , 은  에  

속 하 는  의  합 동 류  그 리 고  는  에  속 하 는  의  합 동 류 를  나

타 낸 다 (이  마 지 막  명 제 가  옳 다 는  것 을  입 증 하 자 ). 그 러 면

        [에 서  덧 셈 의  정 의 ]

       [의  정 의 ]

       [과  에 서  덧 셈 의  정 의 ]

     [ ×에 서  덧 셈 의  정 리 ] 

      [의  정 의 ]
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덧 셈  대 신 에  곱 셈 을  사 용 하 는  일 치 하 는  주 장 을  하 게  되 면 , 

  임 을  보 여 줄  수  있 다 . 따 라 서  는  

동 형 사 상 이 고  ≅ ×.                          ■

보기 3.3.5 는   또 는  와  동 형 이  아 니 다 . 왜 냐 면 , 개  원 으 로 된  집 합  

에 서  더  큰  집 합   또 는  로 의  전 사 함 수 (또 는  더  큰  집 합  

 또 는  에 서  으 로 의  단 사 함 수 )를  가 질  수  없 기  때 문 이 다 .

■
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두 무한환 또는 같은 원의 개수를 갖는 두 유한환이 동형이 아

님을 보이기 위하여, 간접증명방법을 사용하는 것이 보통 가장 

좋다.

보기 3.3.6 두  환  와   ×는  동 형 이  아 님 을  보 여 라 . 

   [풀이] 이 것 을  보 이 기  위 하 여 , 동 형 사 상     → ×가  존 재

한 다 고  가 정 하 자 . 그 러 면  정 리  3.3.2에  의 하 여 , 

   이 고     .

더 욱 이 ,
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는  단 사 이 고    이 므 로 , 이 것 은  모 순 이 다 . 따 라 서  동

형 사 상 은  존 재 할  수  없 다 . ■

같은 크기의 두 환이 동형이 아님을 증명하는 대부분의 공통의 

방법은 동형사상에 의하여 보존되는 성질을 생각하는 것이다. 

이 하나의 성질을 갖고 이 와 동형이면, 는 반드시 과 

같은 성질을 갖는다. 하나의 환이 이와 같은 성질을 갖고 다른 

환이 이 성질을 갖지 않으면, 두 환은 동형이 아니다.
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보기 3.3.7 가 환 환 은  비 가 환 환 과  동 형 이  아 니 다 . 왜 냐 하 면 , 가 환 성 질 은  동

형 사 상 에  의 하 여  보 존 되 기  때 문 이 다 . 이 제  이  사 실 을  입 증 한 다 . 

은  가 환 환 이 고  는  비 가 환 환 이 라 하 고  동 형 사 상     →가  

존 재 한 다 고  가 정 하 자 .  ∈를  임 의 로  택 하 자 . 그 러 면  는  전

사 이 므 로 ,  ∈이  존 재 하 여    이 고    가  성 립

한 다 . 에 서    이 고  는  준 동 형 사 상 이 므 로 , 

          

그 래 서  는  가 환 환 이 다 . 이 것 은  모 순 이 다 . 따 라 서  과  는  동

형 이  아 니 다 . ■
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보기 3.3.8     → 는  항 등 원 이  있 는  환 들 의  동 형 사 상  이 라 하 자 . 가  

의  단 원 이 면 ,  ∈가  존 재 하 여      이 다 .  그 러 면  

정 리  3.3.2에  의 하 여         이 고   비 슷

하 게     이 다 . 그 러 므 로  는  의  단 원 이 다 . 따 라

서  단 원 이 라 는  성 질 은  동 형 사 상 에  의 하 여  보 존 된 다 . 환  은  

개 의  단 원 (따 름 정 리  2.3.1에  의 하 여 ,    )을  갖 는 다 . 그 래

서  에 서  다 른  환 으 로 의  임 의 의  동 형 사 상 은  이  개 의  단 원 들

을  다 른  환 의  단 원 들 로  대 응 시 킬  것 이 다 . 는   ×와  동 형

이  아 니 다 . 왜 냐 하 면 ,  ×는  두  개 의  단 원   과   만
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동형사상의 정의를 확인한다.

Tip

을  갖 기  때 문 이 다 . 여 러 분 은  쉽 사 리  이  사 실 을  증 명 할  수  있 다 . 

비 슷 하 게 , 는   과  와  동 형 이  아 니 다 . 왜 냐 하 면 , 는  꼭  

두  개 의  단 원 (과  )을  갖 고 , 반 면 에  체   과  의  모 든  영

이  아 닌  원 은  단 원 이 기  때 문 이 다 .■

예 제  3 .3 .1  은 환이고 ∗는   꼴의 모든 원

들로 이루어지는 ×의 부분환이라 하자.    로 

주어지는 함수   →∗는 동형사상임을 증명하라.

      [풀이] (1) 임 의 의   ∈에  대 하 여    라  가 정 하 자 . 
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그 러 면     이 다 . 그 래 서    이  된 다 . 그 러 므 로  

는  단 사 이 다 .

(2) 가  전 사 임 은  분 명 하 다 .

(3) 임 의 의   ∈에  대 하 여 ,

         

        

그 래 서  는  준 동 형 사 상 이 다 . 따 라 서  는  동 형 사 상 이 다 . ■

유 제 ❙ 과 는 환이고 는   꼴의 원들로 이루어진 ×의 
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부분환이라 하자.    로 주어지는 함수    →

는 동형사상임을 보여라.

유 제 ❙ 실수들의 체 은   
 

 꼴의 모든 ×행렬들의 환과 동형임

을 증명하라. 여기서 ∈이다. 

          [도움말:     
 

로 주어지는 함수 를 생각하라.] 

유 제 ❙       ∈라 하자.   

로 주어지는 함수    → 는 동형사상
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동형의 정의와 정리 3.3.2를 확인

한다.

Tip

임을 증명하라. 

예 제  3 .3 .2  ∗는 유제 3.1.5-1에서 정의된 ⊕과 ⊙ 

연산을 갖는 정수들의 환이라 하자. ≅ ∗임을 증명하라.

      [풀이] ∗에 서  (곱 셈 )항 등 원 은  분 명 히  이 다 . 동 형 사 상  

   → ∗가  존 재 한 다 고  가 정 하 자 . 그 러 면    (∵ ∈
은  항 등 원 )이 다 .

그 래 서

    ⊕  ⊕   
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    ⊕ ⊕  

    ⊕ ⊕ 

     ⋮

이 제  함 수     → ∗를  다 음 과  같 이  정 의 한 다 .

  ∀∈.
(1) 임 의 의   ∈에  대 하 여 ,   라  가 정 하 자 . 그 러

면   . 그 래 서  . 그 러 므 로  는  단 사 이 다 .

(2) 임 의 로  ∈∗을  택 하 고  이 라  하 자 . 그 러 면  

∈이 고  
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    그 래 서  는  전 사 이 다 . 

(3) 임 의 로   ∈을  택 하 자 . 그 러 면



 

 ⊕

 ⊕,
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 ⊙ 

 ⊙ 

그 러 므 로  는  준 동 형 사 상 이 다 . 따 라 서  ≅ ∗. ■

유 제 ❙ 는 유제 3.1.5-2에서 정의된 ⊕과 ⊙ 연산을 갖는 정수들의 

환이라 하자.  ≅임을 증명하라.

유 제 ❙ ×은 3장 연습문제 6번의 체라 하자. ×≅임을 보여
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라. 여기서 은 복소수들의 체이다.

예 제  3 .3 .3  (1)    →와    →가 환준동형사상이면, 

∘   →는 환준동형사상임을 보여라.

(2) 와 가 환동형사상이면, ∘역시 환동형사상임을 보여

라.

      [풀이] (1) 임 의 로   ∈을  택 하 자 . 그 러 면

∘       (합 성 함 수 의  정 의 )

     (∵ 가  준 동 형 사 상 )
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  (∵ 가  준 동 형 사 상 )

 ∘∘,

 ∘  

 

 

 ∘ ∘

   따 라 서  ∘는  준 동 형 사 상 이 다 . 

(2) (1)에  의 하 여  ∘는  준 동 형 사 상 이 다 . 또 한  와  가  전 단

사 이 므 로 , ∘는  전 단 사 이 다 . 따 라 서  동 형 사 상 이 다 . ■
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동형사상에 대하여 보존되는 성질

들이 어떤 것들인 지 확인한다(정
리 3.3.2의 뒤에 나오는 각 보기들

과 설명을 다시 확인한다).

Tip

 유제❙3.3.3    →는 환들의 동형사상이고    →는 (들어가기 0.4

에서 정의된) 의 역함수라 하자. 그러면  역시 동형사상임을 

보여라.

           [도움말:  임을 보이기 위하여, 의 왼쪽과 오

른쪽변의 상을 생각하고 가 준동형사상이고 ∘는 항등함수라는 사실을 

사용하라.]

예 제  3 .3 .4  동형사상에 의하여 보존되는 성질들을 

사용하여 첫 번째 환과 두 번째 환이 동형이 

아님을 보여라.
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(1) 와 , 여기서 는 짝수정수의 집합. 

(2)  ×와  

(3) ×와 

      [풀이](1) 는  항 등 원  을  갖 지 만  는  항 등 원 을  갖 지  않 는 다 . 

(2) 두  환 이  다 른  원 의  개 수 를  갖 는 다 . 그 러 므 로   ×에 서  

방 정 식  으 로 의  단 사 함 수 가  존 재 할  수  없 다 .

(3)   ×→를  동 형 사 상 이 라 하 자 . 그 러 면  정 리  3.3.2에  

의 하 여    이 다 . 또 한  
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이 므 로     이 므 로  가  단 사 라 는  것 에  모 순 이 다 . 따 라 서  이

러 한  동 형 사 상 은  존 재 하 는  것 이  불 가 능 하 다 . ■

 유제❙3.3.4 동형사상에 의하여 보존되는 성질들을 사용하여 첫 번째 환과 

두 번째 환이 동형이 아님을 보여라.

(1) ×××과  

(2) 와  

(3)  ×와  
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예 제  3 .3 .5  는 에서 로의 연속함수들의 환이라 하자. ∈이

고   이면, 는 상수함수    또는 상수함수 

임을 보여라.

      [풀이] 임 의 로  ∈를  택 하 자 . 그 러 면    

 이 다 . 그 래 서  

    

그 러 므 로

   또 는     

따 라 서  는  상 수 함 수   

 또 는   


이 다 .■
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 유제❙3.3.5 예제 3.3.5의 환 는 ×과 동형이 아님을 증명하라. 

          [도움말: ×에서   의 4개의 해를 구하고 예제 3.3.5를 사용하

라.]

예 제  3 .3 .6   ∈    이고    → ×은 

  으로 주어지는 함수라 하자(표시법은 

보기 3.3.4에서와 같음).

(1) 함수 는 잘 정의(well-defined)된다. 즉, 에서 
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 이면, 에서   이고 에서   임

을 보여라.

(2) 는 동형사상임을 증명하라.

  [도움말: 보기 3.3.4의 증명을 각색하고, 가 전단사함수임을 증명하는 것이 여기에

서 추가로 처리할 차이점이다.]

 [풀이]  (1)  라  가 정 하 자 . 그 러 면  ≡ mod 이 므

로  (   이 므 로 삭 제 ) ≡ mod 이 고  ≡mod 이 다 . 

따 라 서   이 고   . 그 러 므 로  는  잘  정 의 된 다 . 

(2) (i) 임 의 로   ∈을  택 하 자 . 그 러 면  
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 ,
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 .

       그 래 서  는  준 동 형 사 상 이 다 .

   (ii) 임 의 의    ∈ 에  대 하 여  

             라  가 정 하 자 . 그 러 면  

            

        그 래 서  
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          이 므 로 ,  이 다 . 그 러 므 로  는  단 사

함 수 이 다 . 

  (iii) 임 의 로   ∈×을  택 하 자 . 그 러 면  분 명 히  

∈이 다 . 더 욱 이     . 그 래 서  

는  전 사 함 수 이 다 . 

따 라 서  는  동 형 사 상 이 다 . ■

 유제❙3.3.6  ≠이면, 는 ×과 동형이 아님을 증명하라.

증 명  : 임 의 의    → × 에  대 하 여  가  동 형 사 상 이  되 기  위
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하 여 는    이  되 어 야  한 다 . 따 라 서    , ...  이  되

어 야  한 다 . 그 런 데 ≠이 므 로  이 고   라  하 면  

≢ mod, ≡  mod 이 고  ≡  mod이
므 로  ≠         이

다 . 따 라 서     이  되 어 야  하 는  것 에  모 순 이  된 다 .

   간 단 히  반 례 를  들 면   ,  이 라  하 자 . ≡mod 이 고  

≡mod 이 지 만  ≡mod 이 다 .

 유제❙3.3.7  ≡ mod 일  필 요 충 분 조 건 은  ≡ mod 이 고  

≡ mod 인  것 이 다 . 여 기 서  은  과  의  최 소 공 해 수 이 다 .
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증 명 ] ⇒ ≡ mod 이 므 로  이 다 . 따 라 서  

이 고  이 다 . 그 러 므 로  ≡ mod 이 고  ≡ mod 인  것

이 다 . 

⇐  이 고  이 므 로    이 고   라  하 자 . 

  라  하 면  적 당 한  정 수  과  이  존 재 하 여   이 고  

 ,    이 라  할 수  있 고    이 다 . 

         이 고    이 므 로  이 어 야

만  한 다 . 즉 ,   ′이 다 . 따 라 서    ′  ′이 므

로  이 다 . 그 러 므 로  ≡ mod 이 다 . 

여 기 서    이 면   이 다 . 
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3장   연습문제

 1. 는 에서 로의 연속함수들의 환이고 와 는 각각 다음과 

같이 주어진다고 하자.

    ≤ 
   

    ≤    


 ∈이고   임을 보여라. 그러므로 는 정역이 아니다.
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 2. 는 완전제곱이 아닌 정수라 하자.      

∈는 의 부분체임을 증명하라.

 3. 는 실사원수들의 집합이고  i j  k는 보기 3.1.14에서 정의

된 행렬들이라 하자. 

(1) 다음을 각각 증명하라.

i  j   k   ij   j i  k,

jk kj  i ki   ik j .
(2) 는 항등원이 있는 비가환환임을 증명하라.
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(3) 는 나눗셈환임을 증명하라.

     [도움말:  abicjdk 방정식  의 해는 행렬 

 tbi tcj tdk임을 입증하라. 여기서      이

다.]

(4) 방정식  은 에서 무한히 많은 해를 가짐을 보여라.

    [도움말: abicjdk 꼴의 사원수를 생각하자. 여기서 

    이다.]

 4. 증명하거나 거짓임을 증명하라

추상대수학 3 장  

원광대 수학과 채갑병                                                                     134

(1) 과 가 정역이면, ×는 정역이다.

(2) 과 가 체이면, ×는 체이다.

 5. 집합 ×는 정리 3.1.6에서와 같은 덧셈을 갖고 새로운 곱셈은 

다음의 규칙으로 주어진다고 하자.

    .

이 연산들에서 ×는 항등원이 있는 가환환임을 증명하라.
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 6. ×은 정리 3.1.6에서와 같은 덧셈을 갖고 새로운 곱셈은 

    

로 주어진다. 이 연산들에서 ×은 체임을 증명하라.

 7. 는 환 의 공이 아닌 부분집합이라 하자. 그러면 

가  의  부 분 환 이 다  ⇔ ∀ ∈  ∈. 
이를 증명하라.

 8. (1) 가 환 의 부분환이면,   임을 증명하라.
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     [도움말: ∈에 대하여, 방정식  를 생각하라.]

(2) 는 환 의 부분환이라 하자. 과 가 항등원을 갖는다면 

가 과 같지 않을 수 있음을 보이기 위하여 보기를 주라.

(3) 가 체 의 부분체면, 임을 증명하라.

 9. 불환(Boolean ring)은 모든 ∈에 대하여   인 항등원이 

있는 환 을 말한다. 이 불환이면, 다음이 성립함을 증명하라.

(1) 모든 ∈에 대하여,   .

    [도움말: 을 전개하라.]
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(2) 은 가환환이다. 

    [도움말: 을 전개하라.]

10. 의 영 아닌 원이 영인수이다 ⇔ 이 원이 단원이 아니다. 

이를 증명하라.

11. 은 환, ∈이고   ∈    라 하자. 그러면 는 

의 부분환임을 증명하라.
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12.   로 주어지는 함수    →는 전사인 준동형사상이

지만 동형사상이 아님을 보여라.

13. 복소수 켤레사상    → 는 전단사함수임을 보여라.

14. 은 항등원이 있는 환이고    → 는 환들의 전사준동형사상

이라 하자. 는 항등원을 갖고   임을 증명하라.


