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 부분공간  

 열공간 (column space) 

 영공간 (nullspace) 

 행공간 (row space) 

 좌 영공간 (left nullspace)  

 기저 (basis) 

 좌표와 좌표벡터  

 차원 (dimension)  

 계수 (rank)  

 선형시스템과 영 공간의 관계  



벡터공간의 부분공간  

 벡터공간의 부분공간(subspace) 
 다음 조건을 만족하는 벡터공간의 부분집합 H   
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 모든 부분공간은 영(zero) 벡터를 포함 



벡터공간의 부분공간  

 영 부분공간 (zero subspace)  

 영벡터 만으로 구성된 집합 { 0 }  

 

 행렬 A에 의한 선형변환  

 

 

 



열공간(column space) 

 행렬 A의 열공간(column space, range, image) Col A  

 행렬 A의 열 (column)벡터들의 모든 선형결합의 집합 

 

 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Matrix_Columns.svg


열공간(column space) 

 행렬 A의 열공간(column space, range, image) Col A  

 행렬 A의 열 (column)벡터들의 모든 선형결합의 집합 

 

 

 

해를 가짐  b는 A의 열공간에 존재 

b는  A의 열공간 속에 있는가?   



영공간 (null space) 

 행렬 A의 영공간(null space, kernel) Nul A  

 동차 선형시스템 Ax = 0의 모든 해의 집합 

0 



영공간 (null space) 

 영공간 계산  



행공간(row space) 

 행렬 A의 행공간(row space) Row A  

 행렬 A의 행(row)들의 모든 선형결합의 집합 
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행공간(row space) 

 두 공간의 직교 (orthogonal) 

 한 공간의 벡터가 다른 공간의 벡터와 직교  

 

 행공간(row space)와 영공간(nullspace)의 직교  

 행공간 

 영공간  

 

 

 

 

 

 

 

 행공간과 영공간은 직교  

행공간 벡터  영공간 벡터  



영공간과 열공간 계산  



span nullspace row space column space 

부분공간 



기저 (basis) 

 벡터공간의 기저(basis)  

 벡터공간을 생성(span)하는 선형독립(linearly independent)인 벡터의 
집합   

u v w 



주축열(pivotal column) 

 추축열(pivotal column) 

 행 사다리꼴에서 추축(pivot)을 갖는 행렬의 열  



기저 (basis) 

 행렬 A의 추축열(pivotal column)들은 열공간(column space)의 기저
가 된다. 

 선형독립인 열들이 기저를 구성한다. 

 행 사다리꼴(row echelon form)에서 추축열들은 선형독립이다. 

 행 사다리꼴에서 추축열 자체가 기저가 되지 않을 수 있다.(0행이 있는 
경우) 

 추축열의 개수 만큼 선형독립인 행이 존재하다. 즉, 선형독립인 행공간
(row space)의 기저가 추축을 포함한 행들로 구성된다. 



좌표 (coordinate)와 좌표벡터  

 기저를 이용한 벡터 표현의 유일성 

 벡터공간 V의 기저(basis) B = {v1, v2, …, vm}에 대한 임의의 벡터 v의 표
현은 단일하게 표현됨  

 

(귀류법에 의한 증명) 벡터 v가 두 가지 방법으로 표현 가능하다고 가정 

 임의의 벡터 v가 주어진 기저에 의해 유일하게 표현됨 



좌표 (coordinate)와 좌표벡터  

 좌표 (coordinate)  

 기저벡터를 사용하여 벡터를 나타낼 때, 기저벡터에 대한 스칼라 값   

좌표 : 2, 3, 1 
좌표벡터  

표준기저 
(standard basis) 



차원 (dimension) 

 부분공간 H의 차원  dim H  

 H에 대한 기저(basis)를 구성하는 벡터의 개수  

 영 부분공간 {0}의 차원은 0이라고 정의  

 

  

영공간의 차원  dim(Nul A) = 3  

자유변수(free var.)의 개수 = dim(Nul A) 



계수 (rank) 

 계수(rank) 

 rank A는 행렬 A의 열공간의 차원  

 

 A의 추축열들이 Col A의 기저를 구성   

 A의 rank는 추축열의 개수  

rank A = 3 



계수 정리  

 계수 정리 (rank theorem)  

 행렬 A가 n개의 열(column)을 가지면 rank A + dim Nul A = n이다.  

 

 dim Nul A를 A의 nullity라고도 함.  

 rank-nullity theorem 이라고도 함 

 

 rank A : 추축열(pivotal column) 개수  

 dim Nul A : 자유변수(free variable) 개수  



좌 영공간(Left nullspace)  

 좌 영공간(left nullspace)  

 전치행렬의 영공간  

 

 

 

 



Rank A = Rank AT 

 Rank A  

  행렬에서 추축열(pivotal column)이 Col A의 기저(basis)가 됨  

 

 Rank AT 

 AT 에서 Col AT 는 A에서 Row A에 해당.  Col AT  = Row A 

 A에 대해 기약 행 축약(rref)를 만들어 추축(pivot)을 확인  

 Row A에서 기저는 추축행(pivotal row)에 대응  

• 행연산에 의해 추축행으로 부터 행렬의 행 재구성 가능  

 추축행(pivotal row)의 개수 = 추축(pivot)의 개수 = 추축열의 개수  

 

 Rank A = Rank AT 



Ax = b의 해와 영 공간(Null space)관계 

 Ax = b의 해 

 모든 x’ ∈ Nul A는 Ax’ = 0의 해이다. 

 

 y가 Ax = b의 해이고, x’∈ Nul A일 때,  x’+ y도 해이다. 



가역행렬 정리  

 가역행렬 정리 (추가)  

 nxn 가역행렬(invertible matrix) A에 대해, 다음 사실과 등가임 

 

m. A의 열들은 Rn의 기저(basis)이다. 

n. Col A = Rn  

o. dim Col A = n  

p. rank A = n  

q. Nul A = {0} 

r. dim Nul A = 0  

 



Summary 

 부분공간은 벡터공간의 성질을 만족하는, 공간의 부분집합이다. 

 선형변환과 관련된 주요 부분공간으로 영공간, 열공간, 행공간, 좌 
영공간이 있다.  

 영공간은 동차 선형시스템 Ax = 0의 모든 해의 집합이다.  

 열공간은 주어진 행렬에 대한 열벡터들의 모든 선형결합의 집합이
다. 

 행공간은 주어진 행렬에 대한 행벡터들의 모든 선형결합의 집합이
다. 

 좌 영공간은 전치행렬의 영공간이다.  

 기저는 벡터공간을 생성(span)하는 선형독립인 벡터의 집합이다.   

 차원은 벡터공간의 기저를 구성하는 벡터의 개수이다.  

 계수(rank)는 행렬의 열공간의 차원이다.  

 좌표계는 기저를 사용하여 벡터를 단일하게(unique) 나타내기 위해 
수를 사용하는 시스템이다. 



 



영공간(null space)와 행공간(row space)의 관계 
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