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대각화 (Diagonalization) 

 대각화가능 행렬(diagonalizable matrix) 

 nxn 행렬 A를 어떤 nxn 행렬 S을 통해 S-1AS가 대각행렬이 될 수 있으
면, A는 “대각화가능(diagonalizable)하다” 

 “S는 A를 대각화한다”  

 



고유값 분해 (Eigendecomposition) 

 고유값 분해 (Eigendecomposition, Spectral decomposition) 

 nxn 행렬 A를 eigenvector로 구성된 행렬 S와 eigenvalue의 대각행렬 
를 사용하여 SS-1로 분해하는 것  

 

선형독립 가정   

대각화 가능(diagonalizable) 행렬만 고유값 분해 가능  



거듭제곱 행렬의 eigenvalue 

 거듭제곱 행렬 Ak의 eigenvalue는   



고유값 분해 과정 

1. 행렬 A의 eigenvalue 찾기 

 

 

2. 선형 독립인 eigenvector 구하기 

 

 

3. 행렬 S 구성  

 

 

4. 대각행렬 구성  



고유값 분해 

  



대각화 가능 행렬 

 nxn 행렬 A의 서로 다른 eigenvalue를 가지면, 선형독립인 n개의 
eigenvector를 갖게 되어, 대각화 가능 행렬이다. 

 

 eigenvalue에 대한 eigenspace의 차원은 중복도(multiplicity)와 같
거나 작다. 

 

 eigenvalue에 대한 eigenspace들의 차원의 합이 n이 되면,  
대각화 가능하다.  

 

  

 



행렬곱의 eigenvalue 

 AB와 BA는 0이 아닌 같은 eigenvalue를 갖는다. 

 

 



대칭 행렬  

 대칭행렬 (symmetric matrix)  
 정사각형 행렬(square matrix)이면서 AT = A를 만족하는 행렬 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 대칭행렬의 예  

• 그래프 표현 : 인접행렬(adjacency matrix)  

• 거리 행렬(distance matrix)  

• 이차형식(quadratic form)의 행렬 

• 공분산 행렬 (covariance matrix)  

• Gram 행렬 : AAT, ATA  



대칭 행렬  

 대칭행렬의 예  

 공분산 행렬(Covariance matrix)  

 



대칭행렬의 고유벡터 직교성 

 대칭행렬의 서로 다른 eigenvalue에 대응하는 eigenvector들은  
서로 직교(orthogonal) 한다  

  eigenvalue     eigenvector  

 

 

 

    

 



대칭 행렬의 고유값 분해  

                                  eigenvalues  eigenvectors     

orthogonal 



직교 대각화 가능 행렬  

 직교 대각화 가능 행렬 (orthogonally diagonalizable matrix)  
 정사각형 행렬 A에 대해서 직교행렬(orthogonal matrix) P와  

대각행렬 D가 존재해서 A = PDPT = PDP-1 를 만족시키는 행렬  

       AP = PD, PTAP = D  

 PTP = I, PT = P-1, PPT = I  

 

 직교 대각화 가능 행렬은 대칭(symmetric) 행렬이다.  
     AT = (PDPT)T = PTTDTPT = PDPT = A  

 

 모든 대칭 행렬은 직교대각화 가능하다.  

 대칭 행렬    직교 대각화 가능 

 즉, 대칭행렬이기만 하면 직교 대각화가 가능하다.  A = PDPT  



대칭행렬의 고유값분해   

 



대칭행렬의 고유값 분해 

   

 

Eigenvalues  eigenvectors  

 

 

 

 

동일한 eigenvalue에 대한 eigenvector들에 대해 Gram-Schmidt 과정 적용 



행렬의 스펙트럼(spectrum) 

 행렬 A의 스펙트럼(spectrum)  

 행렬 A의 eiegenvalue(고유값)들의 집합  

 

 

 

 

 

 대칭행렬 A  Rnn에 대한 스펙트럼 정리 (spectrum theorem) 

 A는 중복된 것까지 포함하여 n개의 실수 eigenvalue를 가진다. 

 각 eigenvalue 에 대한 eigenspace의 차원은 characteristic equation의 
해로서 의 중복도와 같다.  

 서로 다른 eigenvalue에 대응하는 eigenvector는 직교한다는 의미에서 
각 고유공간은 서로 직교한다. 

 A가 직교 대각화 가능하다.  

 

 



스펙트럼 분해 

 대칭행렬의 고유값 분해에 대한 열-행 전개(column-row expansion) 
표현 

 A를 스펙트럼(spectrum)에 의하여 결정된 조각으로 분해  



스펙트럼 분해 



 Summary 

 대각화 가능 행렬 A는 SAS-1를 해서 대각행렬로 변환할 수 있는 행
렬 S가 존재하는 것이다. 

 고유값 분해(eigendecomposition, spectral decomposition)는 정방
행렬 A를 eigenvector의 행렬 S와 eigenvalue의 대각행렬 를 사용
하여 SS-1로 분해하는 것이다. 

 대각화 가능 행렬은 고유값 분해를 할 수 있다.  

 대칭행렬은 전치행렬과 원래 행렬이 같은 것이다.  

 대칭행렬의 서로 다른 eigenvalue에 대응하는 eigenvector들은  
서로 직교(orthogonal) 한다. 

 직교 대각화 가능 행렬은  정방행렬 A에 대해서 직교행렬 P와  
대각행렬 D가 존재해서 A = PDPT = PDP-1 를 만족하는 것이다. 

 모든 대칭 행렬은 직교대각화 가능하다.  

 행렬 A의 스펙트럼은 행렬 A의 eiegenvalue들의 집합이다. 

 대칭행렬의 고유값 분해는 스펙트럼 값을 스칼라배한 eigenvector
의 열-행 전개한 것의 합으로 표현할 수 있다.  

 

 

 

 


